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1. 

über die Bedeutung der divergenten unendlichen 
Reihen 9 die Bestimmung ihrer Werthe, und über 
die ZulAfsIichkeit ihrer Anwendung bei analytischen 

Rechnungen. 

(Von Herrn Amtmann Prehn za Ratzebarg im Lauenbargischen.) 



JLf ie divergenten Reihen haben ein seltsames Schicksal gehabt. Nach- 
dem sie von den grofsen Mathematikern des vorigen Jahrhunderts und in den 
ersten Decennien dieses Jahrhunderts unbedenklich bei analytischen Rech- 
nungen gebraucht worden sind und dazu beigetragen haben, die bedeuten- 
den Resultate zu schaffen, welche uns als Erblheil aberliefert worden sind, 
haben die Mathematiker der neuern Zeit ihre Anwendung bei analytischen 
Rechnungen für unzuläfslich erklärt und sie gänzlich aus dem Gebiete der 
Analysis verbannt. 

Zwar gab es schon in älterer Zeit widerstreitende Ansichten Qber die 
Bedeutung der divergenten Reihen: aber nach dem Zeugnisse von Euler (De 
seriebus divergentibus. §. 10. Nov. Comment. Petropol. V. p. 205 seqq.) hat 
kein Tbeil dem andern Rechnungsfehler vorgeworfen; so dafs der Streit nur 
mehr als ein Wortstreit anzusehen war. 

Wenn ich nicht irre, ist Cauchy (Cours d'Analyse. 1821.) der Erste, 
welcher die gänzliche Verwerfung der divergenten Reihen durchgeführt hat. Abel 
sprach sich (1826) in demselben Sinne aus und behauptete, dafs man bei 
Anwendung divergenter Reihen beweisen könne, was man wolle: Mögliches 
sowohl, als Unmögliches. 

Sieht man die mathematischen Schriften durch, welche seit 1826 bis 
in die neueste Zeit diesen Gegenstand behandelt haben, so wird man finden, 
dafs von den berühmten Mathematikern Einige sich unbedingt für die Ver- 
werfung der divergenten Reihen erklärt. Andere aber dem nicht widersprochen 
haben. Man mufs daher die von Cauchy angeregte Ansicht als die gegenwärtig 
herrschende ansehen; sie kann in folgende Sätze zusammengefafst werden. 

Crelle'8 Journal f. d. M. Bd. XLl. Heft 1. 1 



2 /. Prehuj über die divergetiim Reihen. 

1. Divergente Reihen haben keine Summe: denn eine Reihe wie 

i — X'\-x'^ — X^'\-X*~ •••, 

welche divergent ist wenn x^l^ oscillirl fflr den Fall x=^i beständig 
zwischen -f 1 und — 1. Ist aber jr>>l, so wächst der absolute Werth der 
Reihe beständig, schwankt aber zugleich zwischen dem Positiven und Nega- 
tiven hin und her. In beiden Fällen kann daher von einer Summe nicht die 
Rede sein. Da nun divergente Reihen keine Summe haben, können sie 
einer bestimmten endlichen Gröfse nicht gleich gesetzt werden und sind folg- 
lich fQr analytische Rechnungen unbrauchbar. Einer Rechnung mit allgemeinen 
Reihen mufs daher eine Untersuchung Ober ihre Convergenz vorausgehen. 

2. Die in altern Werken öfters vorkommende Transformation diver- 
genter Reihen in convergente, wodurch man die Summen der divergenten 
Reihen finden wollte, beruht auf einer Täuschung. Es wird die diver^ 
gente Reihe nicht in eine andere, mit ihr identische und convergente Reihe 
transformirt (denn das ist geradezu unmöglich, weil eine divergente Reihe, 
welche keine Summe hat, nicht mit einer convergentdn identisch sein kann, 
welche eine Summe hat), sondern man leitet aus der divergenten eine andere, 
von ihr ganz verschiedene Reihe ab, die nun recht wohl convergiren kann. 

Zur UnterslQtzung dieser Ansicht beruft man sich darauf, dafs die An- 
wendung divergenter Reihen zu fehlerhaften Resultaten führe. Eine bestimmte 
Nachweisung solcher fehlerhaften Resultate ist aber nicht gegeben worden. 
(Vergl. §. 17.) 

Die divergenten Reihen haben zwar Vertheidiger gefunden; ihre Sachen 
ist aber nicht geschickt geführt worden. Anstatt sich auf die Analogie ima- 
ginärer Ausdrücke für reelle Gröfsen zu stOtzen und darauf die Vertheidignng 
zu gründen (Vergl. §. 16.), hat man zu dem unklaren Begriffe einer syn- 
taktischen Bedeutung der Reihen seine Zuflucht genommen und dadurch den 
Gegnern einen leichten Sieg gelassen. 

Ich habe diesen Gegenstand einer neuen Prüfung unterworfen und 
werde in dieser Abhandlung nachweisen: dafs die divergenten Reihen eine 
eigenthümliche Bedeutung haben, in Folge deren sie zwar keine Summe, wohl 
aber einen Werth haben: dafs man im Stande ist, diesen Werth zu bestim- 
men, und dafs die Anwendung der divergenten Reihen bei analytischen Rech- 
nungen unbeschränkt zuläfslich ist; ohne da& man dahim fehlerhafte Resultate 
tu besorgen hätte. 
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I. 

Über die Bedeutung der divergenten Reihen. 

§. 1. 

Die Anordnung betreffend; und Begriffsbestimmungen. 

Diese Abhandlung beschrankt sich auf die Betrachtung derjenigen un- 
endlichen Reihen, welche nach Potenzen einer Variabein geordnet und deren 
Coefficienten endliche Gröfsen sind. 

Ich betrachte zuvörderst zwei Classen dieser Reihen: 

1. Reihen mit wechselnden Zeichen ^ d. i. Reihen^ welche nach den 
fortlaufenden Potenzen der Variabein geordnet sind und bei welchen (von der 
ersten Potenz der Variabein an gerechnet) ein beständiger Wechsel der Zei- 
chen (±) von Glied zu Glied Statt findet, mithin Reihen von der Form 

±a'\ hx — cx^-{^dJ^ — ex^'\- •••, 

und alle Reihen, die sich durch eine Substitution auf diese Form bringen lassen. 

2. Reihen mit bleibenden Zeichen, d. i. Reihen, weiche nach den 
fortlaufenden Potenzen der Variabein geordnet sind und bei welchen das Zei- 
chen von Glied zu Glied unverändert bleibt, mithin Reihen von der Form 

+ a'Ybx-\' cx^'\-dx^'\- ••-, 

und alle Reihen, die sich durch eine Substitution auf diese Form bringen lassen. 

Diese beiden Classen von Reihen, welche ersichtlich die meisten in der 
Analysis vorkommenden Reihen begreifen, werde ich zuerst behandeln, ihre 
Bedeutung ( §. 3 und 4.) und die Methoden ihrer Werthbestimmung (§. 5 bis 10.) 
entwickeln; erst hernach (§.11. seqq.) werde ich die Theorie auf alle nach 
Potenzen einer Variabein geordnete Reihen erstrecken, weil ich der Meinung 
bin, dafs durch diese Abweichung von der logischen Ordnung die Darstellung 
an Deutlichkeit gewinnen wird. 

Ich werde die gewöhnliche Bedeutung der Worte convergent und 
divergent beibehalten. Ich nenne eine unendliche Reihe convergenlf wenn die 
Summe ihrer Glieder, je mehr man deren nimmt, sich immer mehr einer be- 
stimmten endlichen Gröfse nähert, welche die Grenze ist, auf welche die Summe 
der Reihe bei unendlichem Wachsen der Gliederzahl zugeht: eine unendliche 
Reihe, welcher diese Eigenschaft fehlt, ist divergent. 
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§. 2. 

Andeutung des Gesichtspuncts , von welchem bei der Untersuchung ausgegangen ist. 

Da die Form einer Gleichung, durch welche die Identität zwischen 
einer unendlichen Reihe und einem geschlossenen Ausdrucke ausgesprochen 
wird, durch die Veränderung des Werths der Variabein nicht alterirt wird, so 
mufs, bei dem Character der Allgemeinheit, welcher der Analysis eigen ist, als 
Regel angenommen werden, dafs die Gleichung fOr jeden Werth der Variabeln 
gallig sei. Zwar läfst sich denken, dafs die besondern Eigenschaften einer 
einzelnen Function davon eine Ausnahme begränden könnten; aber im Allge- 
meinen, und bis för den einzelnen Fall das Gegentheil nachgewiesen ist, mufs 
die Gültigkeit der Gleichung fär alle Werthe der Variabein vorausgesetzt 
werden. 

Die gegenwärtig herrschende Auffassung der unendlichen Reihen wider- 
spricht dieser' allgemeinen Regel. 

Wenn man nemlich von den wenigen Reihen absieht, welche fflr jeden 
Werth der Variabein convergent bleiben, so wird bei allen äbrigen Reihen 
die Galligkeit der Gleichung, welche die Identität zwischen der Reihe und 
einem geschlossenen Ausdrucke ausspricht, auf das meistens kurze Intervall 
beschränkt, wo die Reihe convergirt, wenn auch der geschlossene Ausdruck 
far die aufserhalb dieses Intervalls liegenden Werthe der Variabein eine con- 
tinuirliche Function bleibt. 

Es ist daher zu vermuthen, dafs diese Auffassung der unendlichen 
Reihen unrichtig sein wctrde, weil sie eine Beschränkung in die Analysis bringt, 
die ihrer Natur widerstreitet. 

Der urspranglich nur fOr endliche Reihen geltende Begriff einer Summe 
ist durch den Halfsbegriff der Grenze auf convergente Reihen anwendbar, 
schlechterdings aber nicht auf divergente, und deshalb nimmt man an, dafs 
die Gleichung far das Intervall der Divergenz ihre GOltigkeit verliert. Ist es 
denn aber nothwendig, die Auffassung der Reihe als Summe auf das Intervall 
auszudehnen, wo die Reihe divergirt? Die Natur der Analysis fOhrt es mit 
sich, dafs die Bedeutung einer Gleichung fär verschiedene Intervalle der un- 
abhängigen Gröfse eine verschiedene sein kann, ohne dafs die Identität der 
far das gesaniimte Intervall gOltigen Gleichung aufgehoben wOrde. So ist die 
Gleichung 

fim) = ö-, 
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wo m eine ganze Zahl bedeutet, für alle, sowohl positive als negative Werthe 
von m gültig; fflr das Intervall, wo m positiv ist, bedeutet oT: dafs dasProduct 
von m Factoren =a zu nehmen sei ; für das Intervall, wo m negativ ist, tritt 

die complicirtere Bedeutung ein, dafs erst a durch Division in die Einheit in — 

zu verwandeln und sodann das Product von m Factoren = — zu nehmen 

a 

sei. Wollte man die erstere Bedeutung auch fOr das zweite Intervall fest- 
halten, so mflfste man zu dem Ausspruch gelangen, dafs die Gleichung 
f(m)=^a'^ fQr negative Werthe von m keine Gültigkeit habe. 

Sollte nun nicht vielleicht bei Gleichungen, welche die Identität eines 
geschlossenen Ausdrucks und einer unendlichen Reihe darstellen, ein ähnlicher 
Wechsel der Bedeutung eintreten, der den bei divergenten Reihen scheinbar 
Statt findenden Widerspruch hebt? 

Dies ist der Slandpunct, von dem ich bei der Untersuchung ausge- 
gangen bin, und der folgende Paragraph wird zeigen, dafs in der Thal bei 
divergenten Reihen dieser Fall eintritt. 

§. 3. 
Bedeutung der unendlichen Reihen mit wechselnden Zeichen. 

Eine jede Gleichung, mithin auch diejenige, deren eine Seite eine 
unendliche Reihe bildet, bnt die Bedeutung, dafs mit den darin vorkommenden 
Gröfsen gewisse Recbnungs- Operationen vorzunehmen sind und dafs deren 
Resultat an Gröfse dem Resultat der andern Seite der Gleichung gleich ist. 

Ist nun fix) der geschlossene Ausdruck, dem die unendliche Reihe 

±a'\-bx — CJr^'\'dj'^ — ex^-\' ••• 

nach den Regeln analytischer Rechnungen gleich zu setzen ist, so ist zu un- 
tersuchen, welche Rechnung^ -Operationen mit den Gliedern der Reihe vor- 
genommen werden müssen, d. i., welche Bedeutung man der Reihe beilegen 
mOsse, damit die Gleichung 

(I.) f{x) = +fl-f Aar — cjr' + i/j:*— •• 
für das Intervall der Convergenz und fflr das Intervall der Divergenz gültig 
sein könne. 

Ist die aus den n ersten Gliedern der unendlichen Reibe bestehende 
endliche Reihe 

±a^bx -cx^-^dx^^ ••• -j-por'*"' = Ä, 
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und iäfsl man n ins Unendliche wachsen^ so ist bekanntlich fAr das Intervall, 
wo die Reihe convergirt: 

(IL) lm.S„ =A^); 
es findet mithin die Gleichung (I.) fQr das Intervall der Gonvergena Statt, wenn 

±a'\-bx — cx^-\'dx^— ... = lim. Ä„ 

ist; d. h. die convergente Reihe kann als Summe ihrer Glieder aufgefafst werden, 
und durch forlgesetztes Summiren nfihert man sich immer mehr der Grenze f{x). 
Um nun die Bedeutung zu ermitteln, welche der unendlichen Reihe 
beizulegen sei, damit die Gleichung (I.) allgemein, auch fOr das Intervall der 
Divergenz, gültig sein könne, gehen wir aus von der Betrachtung des Summen- 
Ausdrucks S„ der fi gliedrigen Reihe 

±a4'bx — cx'-\'dx^— ••• +pj''"'^^ 

über dessen Bedeutung äberalt kein Zweifel sein kann, wenn man auch in den 
meisten Folien nicht im Stande ist, denselben als bestimmte Function von x 
und n darzustellen. Suchen wir zuvörderst die allgemeine Form des Summen- 
Ausdrucks Sr,. 

Die Codfficienten der Reihe mässen als Function von n angesehen 
werden; iS^„ kann daher nur eine Function von x* und n sein, und diese Func- 
tion mufs nach der Gleichung (II.) bei unendlichem Wachsen von n für alle 
in dem Intervall der Convergenz liegenden Werthe von t in f(x) flbergehen. 
Setzt man daher 

«n =/l':r)-fF(:r, »), 

so mufs Jt\x, n) för alle Werthe von x, die in dem Intervall der Convergenz 
liegen, verschwinden, wenn n in^s Unendliche wächst. 

In der n gliedrigen Reihe kann man nach einem bekannten Salze 
immer x so grofs nehmen, dafs das Zeichen des letzten Gliedes px"''^ Ober 
das Zeichen der Summe S„ entscheidet. Da nun px''"^ positiv ist, wenn n ge- 
rade, und negativ, wenn n ungerade ist, so mufs bei dem Werthe von jS» das 
Nämliche eintreten. Dies kann aber, weil der allgemeine Ausdruck ^\Xf n) 
dieselbe Form behält, es möge n gerade oder ungerade vorausgesetzt wer- 
den, nur dadurch Stall haben, dafs F-^x^ n) ein doppeltes Vorzeichen hat, 
von welchem das eine oder das andere gilt, je nachdem n gerade oder un- 
gerade ist. Die allgemeine Form des Summen - Ausdrucks ist daher 

Ä. = n^)±F(x, n\ 
So z. B. findet man für die Reihe 
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fflr die Reihe 



1 — 2x^30^"— ••• ±nx'''' 



2x-i{2xy-\-i{2xY- ... ±-^(2^)' 



«n = Iog(l + 2x)±/^ 



(2x)'» rfa: 



+ 2jr ' 

endlich für die Reihe 



^2«+l 



Ä, = arc. min. (lang. = «) ly-jqrp^ • 

Die Gleichung 

«n = nx)±F{x, n) 

hat demnach, wenn F{x, n) nicht verschwindet, zwei verschiedene Formen, 
nemlich 

welche fflr ein gerades n gflitig ist, mithin die Werthe 

^2 = (±fl+*:r) 

Äe = {±a'\-bx — cx^'\'dx' — ex*-{fx^) 
etc. 
bestimmt, und 

«.. =f{x)-F{x,n), 

welche fflr ein ungerades f» gilt, mithin die Werthe 

»i = (±«) 

Ä, = {±a'\bx — cx') 

etc. 
bestimmt. 

Die Gleichungen 

Sn, =n^) + Fix,n) 
Ä,, = f{x)^F{x, n) 

enthalten aber beide den allgemeinen Werth von n: der Ansdracli Sn^ hat 
daher auch fflr ein ungerades n eine Bedeutung; nemlich S„^ ist das Glied, 
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welches in der nach dem Gesetze S„^ = /*(^)-f ^(-^^ '0 gebildeten Reihe 
82^ iS!|, Sß^ ... ^n-n '^n+M ••• dem ungeraden Index n correspondirt: eben 
so bedeutet S„^^ wenn n gerade, das Glied, welches in der nach dem Ge- 
setze S,,^=f(x) '-F(x, n) gebildeten Reihe ä,, Äi, Äj, . . . Ä„_i, 'Sn+n •• • 
dem geraden Index n correspondirt. 

Es können demnach die Gleichungen 

Ä\ = nx)J^F{x, n) 

««, = n^) - F(a:, n) 
auf einen und denselben Werth von n bezogen werden, wenn man, je nach- 
dem n gerade oder ungerade ist, entweder S„^^ oder S„^ die vorhin bezeich- 
nete Bedeutung beilegt, und man erhalt alsdann die Gleichung 

(in.) KÄ». + Ä-J=A'^)' 

welches auch der Werth von n und F{Xy n) sein möge. 

Vergleicht man die Gleichungen (I.) und (III.), so ergiebt sich, dafs 
die Gleichung (I.) allgemeine Gültigkeit haben kann, d. i. sowohl für das 
Intervall der Divergenz, als für das Intervall der Convergenz, wenn die Bedeu- 
tung der Reihe auf die Weise aufgefafst wird, dafs mit ihren Gliedern die durch 
den Ausdruck ji^n,-]- »S„J bezeichnete Operation vorgenommen werden solle. 

Diese Rechnungs- Operation ist folgende. Es wird der Summenwerth 
der ersten n Glieder der Reihe gebildet, fflr ein beliebiges n; dieser ist «S\^, 
wenn n gerade, S„^ wenn n ungerade ist. Im ersten Falle berechnet man den 
Werth von i$'„ , indem man «9^^ als das zum Index n gehörige Glied der 
Reihe jS'i, S^^ S^^ 'S'?, ... betrachtet: im letzten Falle berechnet man den 
Werth von S„^ , indem man S„^ als das zum Index n gehörige Glied der 
Reihe ^3, »S'4, S^^, ... betrachtet: endlich nimmt man von S„^ und S„, das 
arithmetische Mittel. 

Nimmt man das ganz beliebige n == unendlich, so wird fOr den Fall, 
wo die Reihe convergirt, jS„= S„ =^ Ä« , weil F{x,n) verschwindet, und 
es gehet daher für convergente Reihen die Gleichung (III.) in die Gleichung 
(II.) über, nemlich in 

lim. S„ = f{x). 

Die complicirtere Operation reducirt sich demnach, in dem Moment, wo 
die divergente Reihe in eine convergente übergeht, auf eine einfache Sum- 
mirung; es wird daher bei diesem Übergange die Identität der Gleichung 
conservirt. 
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In §. 19. wird gezeigt werden, dafs diese Bedeutung der divergenten 
Reihen noch aus einem andern Gesichlspuncte aurgefafst und auf ein schon 
bekanntes merkwürdiges Gesetz zurflckgefflhrt werden kann. Der Kflrze 
wegen werde ich in der Folge den Ausdruck gebrauchen: ^Eine divergente 
Reihe ist als arithmeli^sches Mittel aufzufassen.'" Es ist aber unter diesem 
arithmetischen Mittel die vorher bezeichnete, an den Gliedern der Reihe vor- 
zunehmende Rechnungs- Operation zu verstehen. 

Das Vorhergehende giebt folgenden Satz, von welchem später noch- 
mals Gebrauch gemacht werden wird: 

Satz (IV.) Ist f(jc) die Grenze der Summe der unendlichen Reihe 

für das Intervall, wo die Reihe convergirt, so ist dieselbe Function f(x) 
der Werth der unendlichen Reihe für das Intervall der Divergenz, wenn 
die Reihe als arithmetisches Mittel aufgefafst wird. 

Wenn man im Stande ist, den allgemeinen Summen-Ausdruck jS>„ der 
ersten n Reihen-Glieder darzustellen, so erhält man unmittelbar den Werth f(x) 
der divergenten Reihe durch die Gleichung 

A^) = *(«.. + «.> 

So z. B. ist nach den oben angeführten Werthen von S„ der Werth 
der Reihe 

x — 2x''4'3x'—4x*4- .• = ,, ^ , 

divergent, wenn x ^ 1. 
Der Werth der Reihe 

2x — -^{2xy^^(2xy- -. = log(l-f2d?) 
ist divergent, wenn x > \ 
und der Werth der Reihe 

z — i^^ + i^*" ••• == arc. min. (tang. = 2:) 
ist divergent, wenn z > i. 

Da man jedoch in den wenigsten Fällen den allgemeinen Summen-Aus- 
druck zu bilden im Stande ist, so ist die Anwendung dieser Methode selten 
möglich. Es wird aber im Abschnitt II. gezeigt werden, dafs es noch andre 
Mittel giebt, den Werth divergenter Reihen zu finden. 

Crelle*s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 1. 2 
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§. 4. 
Reihen mit bleibenden Zeichen. 

Eine unendliche Reibe mit bleibenden Zeichen 

Ififst sich durch die Substitution von —y statt x in eine Reihe mit wechseln- 
den Zeichen verwandeln, nemiicb 

f{—y) = ±a-by^cf—df'\- ... 

Da nun diese Reihe nach §. 3. die Bedeutung ^{S„^'\-S^^) hat, so erhält man, 
wenn die Substitution von — x statt y, S, in ©;, verwandelt, 

ax) = 4((S.. + e^). 



Ist z. B. 



so erhält man 



fXx) = H 2a:-f 3ar' + Ax'^^ 

fl-y) = l-2r+3/-4/+ 



• • «, 



daher 



folglich 



"• " (i+r)' (Hr)* -^ ■ 






m) = 4(@.. + ©-,) = jjz!3:)r 



Es ist daher bei den Reihen mit bleibenden Zeichen gleichfalls die Auffassung 
als arithmetisches Mittel im Allgemeinen geboten; und nur fQr den Fall der 
Convergenz kann die Reihe die Summe ihrer Glieder bedeuten. 

Der Satz IV. in $. 3. findet aus dem nemlichen Grunde auch auf die 
Reihen mit bleibenden Zeichen seine Anwendung. 
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IL 
Bestimmung des Werths divergenter Reihen. 

§. 5. 

Möglichkeit eines direclen Verfahrens. 

Ist roan loi Stande, den aligemeinen Summen- Ausdruck für die n ersten 
Glieder einer Reihe 

+ €i-f*^ — cx^ -]- dx^ — ex* '\^ ••• 

zu bilden, so geht ans §. 3. hervor, dars sich alsdann leicht der Wertb 
der Reibe = f{x) mit völliger Genauigkeit angeben läfst. In den Fällen, 
wo der allgemeine Summen-Ausdruck nicht gefunden werden kann, mnfs mau 
sich begnügen, den numerischen Werth der Reihe fflr den gegebenen speciellen 
Werth von x näherungsweise zu bestimmen. 

Bei den convergenten Reihen wird zufolge der Gleichung f{x) = lim. S„ 
der Wertb durch Summiren der einzelnen Glieder der Reihe ermittelt, und 
der Näherungs- Werth, zu welchem man durch dieses Verfahren gelangt, ist 
desto genauer, je mehr Glieder der Reihe man sommirt. 

FGr die unendlichen Reihen im Allgemeinen, mit Einscblufs der diver- 
genten, giebl die Gleichung f[x)= \{S„^'\' S„J gleichfalls ein directes Nähe- 
rungs-Verfahren an. Wenn man das allgemeine Gesetz nicht kennt, nach welchem 
die Reihen der Summen gerader und ungerader Ordnung fortschreiten, so läfst 
sieb eine genaue Berechnung von S,,^ oder S^^ , als eines zu einem bestimm- 
ten Index gehörigen Gliedes einer der Reihen, nicht ausffibren; man kann 
aber den Werth von S^^ oder S^^ näherungsweise durch Interpolation be- 
stimmen. Wendet man den durch Interpolation gewonnenen Wertb an, und 
fuhrt im Übrigen die in §. 3. bezeichnete Operation aus, so gelangt man zu 
einem Näberungswerlbe der Reihe, 

Es sei z. B. die gegebene Reihe: 

deren allgemeines Glied + . W a ' \ ^'^v ^'^ ^"^ ist. Diese Reihe 

I ./.0.4 . . . (w — l).W 

ist divergent, wenn a-^l, und für a: = 1 : 

oder 

2--l|-i+H-H + fi|-H*+ ••• = 2-P/ 



3 
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wenn P den Werth der in Parenthese eingeschlossenen Reihe bezeichnet; der 
demnach zu bestimmen ist. 

Da S^^ die Summe von n Gliedern bezeichnet,, deren letztes positiv, 
und iSu, die Summe von n Gliedern, deren letztes negativ ist, so ergiebt die 
unmittelbare Summirung der Reihe P: 







fQr 


n = 


= 2, 


S,= 


= — 0,25; 


fflr n— 1, 


Ä. — -f 0,625; 




n = 


= 4, 


s,= 


= - 1,00; 


n — 3, 


«3 — + 1,0625; 




» = 


= 6, 


«6 = 


= - 3,23437 ; 


fi — 5, 


«', — 4-2,35156; 




11 = 


= 8, 


«, = 


= - 10,14061; 


n-7. 


«,— -1-6,26171; 




n = 


= 10, 


Sut = 


= — 32,22066; 


• • • 


• • • • • • 




• 


= 12, 


Si2 = 

• < 


= —104,76939. 



Der Werth von n ist willkOrlich und es sei n = 7, dann ist Sj^ = -f 6,26171; 
S-,^ ist nicht durch die Summirung gegeben, indem wir nur für die geraden 
Zahlen 82^^ S^^ ... die Werthe gefunden haben. Betrachtet man aber jS,. 
als ein Glied der Reihe 82^ , 84^^ . . . , welches zum Index 7 gehört, so Ififst 
sich der Näherungswerth durch Interpolation finden, und der ist ersichtlich 
negativ. Sieht man daher blofs auf die absolute Gröfse, so ist jS; das Glied, 
welches in der Reihe 

Index Xo = 0, d7ji = l, ar2==2, ^73 = 3, ^4 = 4, x^ = b^ 
Corresp. Glied 0,25, 1,00, 3,23437, 10,14061, 32,22066, 104,76939 
zum Index or' = { correspondirt. Da diese Reihe sehr rasch steigt, so bringe 
ich sie, um mit mehr Sicherheit interpoliren zu können, auf die Form 

Index JTo = 0, jTi = 1, ^, = 2, a, = 3, jr^ = 4, jr^ = 5, 

Corresp. Glied 0,25, 0,333., .{3), 0,35937(3)% 0,3755. ..(3)% 0,39779(3)% 0,43115(3)% 
und setze 
0,25 = tio, 0,333. .. = M|, 0,35937 = W2, 0,3755. .. = ^3, 0,39779 = ti4, 

0,43115 = ^5. 
Es ist alsdann Sy^ = w,.(3)i 

Wendet man nun die Interpolationsformel von Laqrange 

hier an, welche för den Werth ar„ = |^ sich in 

«4 = •^[3(t/o+W5)-25(t/, + fO+150(ti, + ti3)] 
gestaltet, so erhält man ti. = 0,367204 ; daher ist 
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«7, 



— 0,367204.(3)* oder S^^ = —5,7241. 
Es ist aber S^^ = +6,2617; 

folglich ist 



i(Ä7, + «7,)= 0,2688 
ein Nflherungswertb der Reihe P, und die gegebene Reihe hat den Näherangs- 

werlh 2 — P= 1,7312. Beachtet man nun, dafs die gegebene Reihe aus der 

1 1 
Binomialreihe (1-j-y)* = l-j-^y — , 22* ^"^ * entspringt, wenn man 

y = 2x setzt, so erhält man fQr die Reihe der geschlossenen Ausdröcke 
}/(l 4-2j?) = }/3, dessen Werlh =1,73205... ist. Der Unterschied zwischen 
dem Näherungswerthe, den wir fanden, und dem wahren Werthe der Reihe, 
ist daher kleiner als 0,0009. 

Als zweites Beispiel diene die Reihe 

r — iyHiy^ — i/i • allgem. Glied ±— r%- 

welche für den Werth y=l,5 in die divergente Reihe 

1,5 — 1,125 + 1,125 — 1,26563 + 1,51876- 1,89844+ .. 
abergeht. Setzt man diese Reihe =1,5 — P, so ist 

P = 1,26563 — 1,51876 + 1,89844-2,44085 + 3,20362 — 4,27149 

+ 5,76650 — 7,86341 + 10,81219 - 14,97073 + 20,85209 

und die Summirung giebt 



«1 = 


= -f 1,26563, 


Ä, = 


= 4- 1,64531, 


«^, = 


= -f 2,40808, 


«7 = 


= -f 3,90309, 


«,= 


= + 6,85187, 


• 


= "12,73323, 



Äj=— 0,25313, 
Ä«=— 0,79554, 
5'« = -1,86341, 



Nimml mao hier das beliebige n gerade und n = 6, so ist 1S4, = —1,8634. 
Zur Bestimmung von «So, ^«aa man die Reihe 

Index 0, \, 2, 3, 4, 5, 

Conresp. Glied 1,26563, 1,23398(|), 1,35455(1)*, 1,64664(4)', 2,16797 (i)*, 3,02165(4)» 

gebrauchen, und die Anwendung der Interpolationsformel giebt «. = -|- 1,4757; 

daher Äß. = 1,4757. (|)* oder S^^ = +3,0292, 

da nun Ä«, = —1,8634, 



so ist i(Ä.. + Se,) 
und die gegebene Reihe 1,5 — P ist =0,9171. 



0,5829 
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Die gegebene Reihe ist aber Iog(14-y) = log (2,5) = 0,9163 ...; 
der gefundene Näberongswerth differirt mithin nur um 0,0008 von dem 
v^ahren Werthe. 

Um auch ein Beispiel von der Anwendung dieses Verfahrens auf eine 

convergente Reihe zu geben ^ setze ich in der letzten Reihe y=sl; man hat 

alsdann die Reihe 

log2 = 1_J4.^_^+ ... 

Die Summirnng giebt 



5^^—1,00, S, — 


= 0,5, 


S, — 0,8333 . . . , «♦ — 


: u,58o3 • . • , 


S, — 0,78333 . . . , Sa — 


= 0,6166..., 


«7—0,759524, Ä« — 


0,634524, 


Ä, ~ 0,745635 , S,„ — 


: 0,645635 , 


«1.-0,736544; «„ — 


: 0,653211. 


Nimmt man n — 7, so ist 




«.. 


— 0,759524, 


und die Interpolation giebt jS^,^ 


— 0,626618; 


mithin ist i\S^^'\-SjJ 


— 0.693071. 


Nimmt man n 6, so ist 




'S«. 


— 0,616667. 


und die Interpolation giebt S^, 


— 0,770172; 



ibithin ^CÄc + ^o.) = 0,693419. 
£s ist aber iog2 = 0,693147 . . . 

Es ist nur zweifelhaft, ob sich dieses Verfahren zu einer practiscben 
Methode werde ausbilden lassen; denn es liegt in der Natur der Sache, dafs 
man einen gröfseren oder geringeren Grad der Näherung erhalten werde, je 
nachdem die angewendete Interpolationsformel mehr oder weniger dem unbe- 
kannten Gesetze der Reihe entspricht. Ich betrachte daher diese Methode 
für jetzt nicht als practisch; wenn es gleichwohl möglich ist, dafs sie durch 
zweckmäfsige Auswahl der Interpolationsformel und Vorbereitung der zu inter- 
polirenden Reihen dazu ausgebildet werden könnte; ich habe dieselbe aber 
nicht übergehen därfen. Weil ihr Verfahren direct aus der Bedeutung der 
divergenten Reihen folgt, und daher besonders geeignet ist, die Wahrheit 
dieser Bedeutung in das rechte Licht zu stellen. 
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Transformation der divergenten Reihen in convergente. 

Das einfachste Mittel zur Bestimmung des Werlhs einer divergenten 
Reibe ist die Transformation derselben in eine convergente Reihe, deren 
Summe man alsdann auf die gewöhnliche Weise berechnet. 

Ist der Werth einer divergenten Reihe, welche als arithmetisches Mittel 
aufgefafst wird, = f(x)^ so wird es auch eine convergente Reihe geben 
können, welche die nemliche Gröfse zur Summe hat. 

Das Problem der Transformation hat nun die Bedeutung: eine con- 
vergente Reihe zu suchen, welche den Werth der gegebenen divergenten 
Reihe zur Summe hat. 

Wir halten uns zunächst an die von Euler häufig angewendeten Trans- 
formationsformeln. 

Hat die gegebene divergente Reihe wechselnde Zeichen und ist 
f\x) = ±a-\-bx — cx^ -j- dx^ — «j?*-f • • • , 

so giebt die Substitution x = .^ , woraus y^=z f^ folgt, wenn die Po- 
tenzen von T^ — in Reihen entwickelt werden: 

— c/ — 2^/^ — 3c/ — 

und setzt man c — b = Jb, d — 2C'\-b = J^, u. s. w. und statt y seinen 
Werth TT— 9 so erhält man 

eine Reihe, die convergent ist, wenn die DiiTerenzenreihe der Coöfficienten 
fällt, oder langsam steigt; stefgen die Differenzen rasch, so kann die ge- 
fundene Reihe divergent sein; die Wiederholung des Transformations - Ver- 
fahrens fährt aber sicher zu einer convergenten Reihe. 

Hat die gegebene divergente Reihe bleibende Zeichen, und ist 

so röhrt die Substitution z = -r4 — zu der Transfoniiationsformel 



,,» 
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welche jedoch nur dann eine convergente Reihe bildet, wenn die Differenzen- 
reibe stark ffillt. 

Die Zuläfslicbkeit dieser Eulerschen Transformationen, bei welchen die 
allgemeinen Regeln analytischer Rechnungen befolgt sind, wird bei conver- 
genlen Reihen, welche alsdann in mehr convergirende verwandelt werdeti, 
von Niemanden bezweifelt werden können; denn die Gleichungen 

sind in diesem Falle, auch nach der jetzt herrschenden Ansicht, identische 
Gleichungen. 

Die Gßltigkeit der Anwendung der Transformalion auf die Fälle, wo 

die Reihen ±a'\-bx — cx^ -f * * ' ^^^ + a -f te -j- ^«^ -f * ' ' divergent sind, 
läfst sich aber durch folgenden Beweis begrOnden. 

Wenn die Reihen für die Intervalle x^ x\ z'^z* divergent sind, 
so werden sie för die Intervalle x<^x\ z<Cz' convergent sein; fflr diese 
Intervalle hat man demnach 

F(*) = +fl+*c+c«H ••• = ±«+Kt4i)+^*(t4i)+ •••' 

und es sind f(jx)^ F{z) die Summen, sowohl der auf der linken, als der auf 
der rechten Seite stehenden Reihen. 

Werden x^x' und z^z'f so bleiben, der Voraussetzung nach, die 
auf der rechten Seite stehenden Reihen convergent; für diese bebalten also 
f{x) und F{z) die Bedeutung der Summe dieser Reihen. Die Reihen auf 
der linken Seite werden divergent: f{x) und F{z) können daher fOr diese 
nicht mehr die Bedeutung einer Summe haben. Nach dem Satze IV. §. 3. sind 
aber die Functionen f(x) und F{z) fQr das Intervall der Divergenz die Werthe 
der als arithmetisches Mittel aufgefafsten Reihen, wenn die nemlichen Func- 
tionen f(x) und F{z) fQr das Intervall der Convergenz die Summen der 
Reihen darstellen. Die convergenten Reihen 



±'»+*(t^)+-^»(t:^)'+-- 



• • 



• • • 
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haben demnach Summen, welche den Werthen der divergenten Reiben 

±a'\-bx — rar'-j- 
±a-\'bz '[■ cz^'\- 
gleich sind. 

S. 7. 
Versciiiedene Beispiele der BesUmmang des Werihs divergenter Reihen. 

Es wird zweckmäfsig sein, mehrere Beispiele der Wertbbestimmnng 
divergenter Reihen aus den verschiedenen Gebieten der Analysis zu geben. 
Es sind natflrlich nur solche Beispiele gewählt, bei denen die Richtigkeit des 
Resultats auf andre Weise geprflft werden kann. 

1. Die Reihe 

yjr — y^r^-f" y^ — 4"''^*+ *"' (allgem. Glied + — •a?"J^ 
welche log(l-f 2x) darstellt, ist fOr den Werth i: = l divergent. Translbr- 
mirl man sie, so ist hier j-j— = ^, ö = 0, A== j-, i:=-j-, etc^ folglich 

Jb=^0^ J^b=l-, J^b^O, ^*A = i, J'b=zO, ^*A=|, J'b = 0. 
^«6=1, J^b = 0, jn^^^ JH=0, JH = ^, ^"* = 0, ^"Ä = ^; 
man erhält daher die convergente Reihe: 

= i + il(i)Hl(l)M-Hi)H*(*)HA(i)"+V»(l)"+7V(i)"+--; 

und snnimirt man die hier aufgeftthrten 8 Glieder der Reibe, so erhilt man 
den Naherungswerlb := 1,098613, der noch ia der 6ten Decimale richtig ist, 
da log (1 -f 2x) = log 3 == 1 ,0986122 ... 

2. Die Reihe 

ist die Entwicklung von ^(l^-Sx) ^^^^ ^^^ Binomialformel , und ist diver- 
gent, wenn y =-= 1 . Ich bringe sie auf die Form 

WO die divergente Reihe 

so transformiren ist. 

Es ist hier d = 0, 6=|, c = |, .... mitbin 

Crelte** Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 1. 3 
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Man erhill denmach die trtnsformirte convergente Reihe 

y = iCifj)- i(T^)'T aCt^)"- • • ■ . 

Um eine mehr convergirende Reihe zu erhalten, wiederhole man das 
Verfahren. Es ist «Isdann 

und man erhilt 

Setzt man für y den Werth = 1 und sommirt die 8 Glieder der Reihe, 
deren Co^fficienten hier angegeben sind, so erhält man den Ndberonigswerth 
F = 0,26784. Es stimmt mithin der Naherungswerth der gegebenen Reihe 
2 — F= 1,73216, mit dem wahren Werthe von y3 = 1,73205. . . bis auf 
die 4te Decimalslelle äberein. 

3. Als Releg für die Behauptung, dafs man zwei unendliche conver- 
gente Reihen nicht unbedingt in gewöhnficher Weise mit einander multiph'ciren 
dflrfe, ist After angefahrt worden, dafs die Reihe 

S = -7—^ 4— ^^ + -4—^— ••> (allgem. Glied ±-t— «i^\ 

Vi i2 y 3 • ^ Vn ^ 

welche fOr jr = 1 convergirt, mit sich selbst multipHcirt die Reihe 

•1 \/2 ' ^2) \iZ •(2.2) ^) 

giebl, welche fflr ;r = 1 divergent ist and daher für verwerflich gilt. Ich 
werde zeigen, dafo diese divergente Reihe eben den Werth {S^ hat. 

Man findet leicht durch Transformation der Reihe <$ in eine mehr 
convergirende, dafs &* = 0,5545 ist; es ist daher (<$)^ = 0,3075. Transfer- 
mirt man die obige divergente Reibe in eine convergente, so hat man, 

tf = 0, A = 1 , ^* = 0,6818, J'^h = — 0,1369, Ji^b = 0,0573, 
J% = — 0,0308, J^h = 0,0182, z/«6 = — 0,0091 
and fflr x-=s\ erbllt man die convergente Reihe 

1(1)- 0,6818 (1)' - 0,1369 (4)» - 0,0573 (D* — 0,0306 (4)* - 0,01 82 (4)* 

-0,0091(1/- ..., 
deren Summe = 0,3075 = (i9)' ist. 
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4. Die Reilie 
logAl-l-ar) 



(allgem. Glied ±-^K„x''\ 



• • 



in welcher C die Constante des Integrailogarithmus 
Samme der anendliche^! Reihe 



0,5772157 und A^ die 



(l + ^ + 4-+i + ---) 



2" ' 3» ' 4' 
bezeichnen, wird abgeleitet ans der Gleichung 



d\ogr(l-\-jr} 



1 



-f'+irh+i 



ix 



+ 



dx ^ ' 1 l+JT » * i+\x 

indem die Glieder rr— * . , f , . . . nach Potenzen von a? entwickelt wer- 

i-j-x ' i + iJ^ 

den; und da nun die dadurch entstehenden Reihen divergent sind, wenn 
x^l ist, so wird angenommen, dafs die gegebene Reihe nur fOr dieWertbe 
^<1 gelte. 

Ich werde zeigen, dafs die Reihe aoch fOr gröfsere Werthe von ic, 
z. B. für x = 2, ein richtiges Resultat giebt. 

Bringt man die Reihe auf die Form 

- Ca? -f i K,x' — ^Ä,ar> + x'P, 
wo 

P= iK^x-iK^x'-^-iK^x" , 

und nimmt die Werthe von Ki^ JK, , . . . , wie sie in Legemäre „Exercioes " 
aufgefflhrt stehen, so erhSit man zur Berechnung des Werths von P: 

a = 0, b = 0,2705808, 

+ 0,0253669, J^b 
— 0,0049399, 
+ 0,0017676, 



Jb = 


= —0,0631953, 


J^b 


J*b = 


= + 0,0076917, 


J'b 


J'b = 


= —0,0023973. 


J*b 


J'"b = 


= —0,0010409, 


JH 


J'^b= 


= —0,0005428, 


JH 


daher 







J^b 



— 0,0008244, ^«* 



—0,0130458, 
+ 0,0033661, 
+ 0,0013406, 
+ 0,0006640, 



—0,0004494, ferner j-pj==f, 



P = 0,2705808(f) + 0,0631953(1)»+ 0,0253669(i)»+ 

nnd wenn die 15 Glieder dieser Reihe, fQr welche die 
gegeben sind, summirt werden, erhfilt man P = 0,2203994. 

3» 



• • • 



hier an- 
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Der Nfiheriingswertb der gegebenen Reihe wird daher durch folgende 
Rechnung gefunden: 

iÄ,(2;' = 3,2898681, 
(2 ^P = 1,7681950, 

-I 5,0530631 ; 
_j-C'(2) = -1,1544313, 
— |JSr,(2)' = —3,2054851, 



-4-4,3099164; 
5,0530631 - 4,3599164 = 0,6931467. 
Der wahre Werlh von logi\l-|-2/ isl = log2 = 0,69314718.. ., 
mithin ist die Differenz < 0,0000005. 

5. Es wird allgemein angenommen, dafs die Anwendung der Sum- 
menformel 



i.2.3.L-iJ ---'(1— r'*\«-')rf- -= 



(p—i)J ^ ' V / • «(«+l)(«+2)...to+/,-l) 

+ (a+/J)(«+i?-|.l) .'. . (a^f\^{) + (rt+2/»)(o-|-2/jr+l:!..(«+2/!f+/,-T) + * ' * ' 
in welcher 

ist, nur in den Fällen Statt finden könne, wo die Reibe .4,,-j A^u-\- ••• eonver- 
gent ist, and demgemäfs beschrfinbt man bei der Specialisirung /'^(«} = r-r^ die 
GQltigkeil der Gleichung 

(Hfl)« , 'i \ ^^ ! 1 * n I fi' n' I 

-gj^lOgviT«^ 2ii« 4ii ~ 1.2.3 2.3.4 + 3.4.5 4.5.6+ *" 



auf das Intervall ti<!l. 

leh werde den Wertb der Reibe fflr f/ = 2 berechnen« Die rechte 
Seite der Gleichung setze ich = | — P, wo 

n w II* , «• 

24 60 ^ i20 

Zur Bestimmung des Werths vom P hat man 



M 



mithin , da j-r— = J ist : 



1+M 



p = A(*:+A(r/+A(})*+ 



• • • 
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und die Snmmirung der ersten 15 Glieder dieser Reihe giebt 

P = 0,0486919, 
daher 

|_P = 0,1179748. 

Der Wcrth der linken Seite der Gleichung A'ogS — i — | ist =: 0,1179694..., 
die Differenz daher < 0,000006. 

6. Als ein Beispiel davon, dafs auch der Werth enorm divergirender 
Reiben durch wiederholte Anwendung der Transformationsformel gefunden 
werden Icönne, beziehe ich mich auf Lacroix ^Traite des diSS6rences et des 
series. n. 1046 '\ wo der Werth der Reihe 

i.x — t.2.x'^i.2.S.a^ (allgem. Glied +1.2.3.4 ... n.j?") 

ffir T = i nach einer Berechnung von Euler zu 0,4008 bestimmt wird, mithin 
erst in der 3len Decimale abweichend von dem Werihe 0,40365. .., wel- 

gefunden wird. 

(Vergl. Lacroix ib. n. 1116). 

7. Um endlich auch von der Transformation einer Reihe mit hMhenden 
Zeichen ein einfaches Beispiel zu geben, sei die Reihe 

S = l-f.3a? + 6^^4-10jr^+ ... (allgem. Glied + .!l^Ji±ll a?*) 

gegeben, wo 

11 = 1, * = 3, z/* = 3, ^'ft=:l, z/^* = ^/**=...=0 

ist. Die Eulersche Formel giebt in diesem Falle, weil die Differenzen, von 
der 3ten »n gerechnet, verschwinden: 

« = 1 +8(j^).M(r!7)*+(j^)"= frbi" 

mithin für x^i einen negativen Werth ; und darin liegt kein Widerspruch, 
weil die divergente Reihe nicht als Snmme, sondern als arithmetisches Mittel 
anzusehen ist. 

«. 8. 
Allgemeinere AufTassung des Problems der Transformation. 

Ist die Reihe 

+ a-]-*a?-ffj?--f i/x-'+ ... = F{x) 

das allgemeine Schema einer unendlichen Reihe, indem die Coeflicienten be- 
liebige positive oder negative endliche Gröfsen sind, so hat man, da alle Reihen^ 
welche hier betrachtet werden^ nach der MnelnurinscXien Formel sich ent- 
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wickeln lassen: 

±a = F(0), b = ^^F'(0), c = f^f^iO) n. s. w., 

wo F(0), F'(0), F'\0) die Wertbe bezeicimen, welclie der, iüer fibrigens 
als unbekannt vorausgesetzte geschlossene Ausdruck F{x) und dessen Diffe-- 
rential-Coefficienten F'{x) , F"{x) , . . . ffir den Werth x = annehmen. 

Divergirt nun die Reibe ffir einen Werth x = x' und man will sie 
in eine convergente Reibe verwandebi, so setze man x=:^xp{y)\ woraus 
yzs=z%fß^{x) folgte wenn V^i(ar) die umgekehrte Function von ^{x) bezeichnet 
Man hat alsdann 

F{x) = F[v/(r)]; 

und läfst sich die Function F\}fß(y)'\^ die wir zur Abkürzung =^(p{y) setzen 
wollen^ nach der Jfac/atirtnschen Formel in eine nach steigenden Potenzen 
von y geordnete Reihe entwickeln, so ist 

Die DiffereBsiirang der Gleichuog 

<p{y) = Piyiy)] giebi aber 

v"(r) = ^"[v(r)](v^(r))Hi^'Cv(r)]v^'(r)i 

n. s. w. 

Hat nan die Function x = y>(y) eine solche Perm, daß fOr yü^O aitcb x<=Oi 
milhin y'(0)=:0 ist, so erhflh man ans den obigen Gleichungen: 

y(0) = F(0) = ±a, 
<p'(0) == i?"(0)v/(0) = by/(0), 

y"(0) = F"(0)(v/(0))'+i^'(OX(0) = 1.2.c(v/(0))»+*V"(0), ', 
y'"(0) = 1.2.3. diy/{0)y + 3 . 1 . 2 , c t^(0) y/\0) + b tf/"(0) , 
n. s. w. . 
und daher 

Fiviy)! = v(y) *= ±«+*¥^(0).r+[*(v^(0))*+o-^'<®)]^ 

oder, wenn at filr ^(y) ond Vi(') "^i' X reetitnirl wird: 
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F{x) = ±a -f ba!-\- ex'-]- dx^-\ 

= ±«+[*v'(0)lVi(a^)+(c(v^(0)M-o-v^'{0))(vi(a?))' 

+ [rf(v'(0))' + 2 j^ v'(0)y '(0) + J-I3 v'"(0)] (Vi i^)y + • • • • 

Diese transformirte Reihe kann mithin ohne Kenntnifs des geschlossenen 
Ausdrucks F(x) aus der gegebenen Reihe gebildet werden. Die transfor- 
mirte Reihe wird fflr den Werlh x = x' convergent sein, wenn ffir diesen 

V'iC^Xl und wenn die Reihe der CoefBcienten *i^'(0), c (^'(0))' + -j^ V'"(0) 

U.S.W, eine fallende ist: kann daher die Function ip{y)=ix so gewählt 
werden/ dafs diesen Bedingungen genögt wird, so wird man eine geeignete 
Trqnsformationsformel erhalten. 

Die Zuläfslichkeit einer solchen Transformation kann bei convergenten 
Reihen keinen Zweifel haben; der Beweis der Zuläfslichkeit fflr divergente 
Reihen wird wie in (§. 6.) durch Hälfe des Satzes (IV. §. 3.) geführt. 

Ist die gegebene Reihe eine Reihe mit wechselnden Zeichen, und setzt 
man xp{y)=z--^ — , mithin i^/j (:r) = 7-3^-7 , so erhalt man die in (§.6.) ent- 
wickelte EnterscYie Formel 



±''+'(TfF)-'»(rR)'+ 



• • • • 



Hat die gegebene Reihe bleibende Zeichen und man setzt ^'(y)==-j-T~9 mithin 

xp^{x)=^ ,^ -^ , so erhält man die zweite £^til0rsche Transformationsformel. 

Die letztere Formel ist in der Regel mangelhaft, die erstere giebt eine 
rasche Näherung, wenn die Differenzenreihe fällend ist. Ist diese aber stei- 
gend, welches in den Fällen Statt findet, wo die Reihe der CoSfficienten 
a^ b, c, ... entweder rasch steigt oder rasch fällt, so ist die Eulersche 
transformirte Reihe langsam convergirend , oder gar divergent, und es wOrde 
daher eine wiederholte Anwendung der Transformation nöthig sein. 

Man kann aber auch Transformationsformeln aufstellen, welche für 
diese Fälle passend sind 

Ffir den Fall des raschen Steigens der Co£fficienten a^ b, c, . . . 
der Reihe 

±a'\-bx-'CX^'\'dx^ — • •, . 



24 '• PrehUß über die diverge»Ue9t Reihen. 

setze man U'(v) = x^^^ — ^ mithin V'iC^) = rT-^ — • Dies glebl 

v^fy) = M_^,A« ^ V'"(r) = n-«...» » v^ (r) 



daher 

/(O) = 1, v/'(0} = 2w, V'"'(0) = 2.3.«% elc. 

und man gelangt zu der transformirten Reihe 

±-+*(^if5F)-(''-"'')(^Tb•)■+i''-«"'+"•'')(T;^)'-■■■' 

welche bei einer passenden Wahl von m >> 1 convergiren wird. 
FOr den Fall, wo die Co^fficienteii der Reibe 

sehr rasch fallen, wobei die Reihe dennoch ffir einen entsprechenden Werlh 

von 0? divergent sein kann, setze raan y;(3r)==— ^, mithin ^i(x)==— t— • 
Es ist alsdann 

f^ ^^ W* ff^ > I^VI^ .fft' \ 2*3.111 



• • • 



daher 

V'(0) = 1, v"(0) = -1, V"'(0) = -^, . . M 

und man gelangt zu der iransformirlen Reihe 

±«+'«[K4:;)-^""'-*)(srf:7y+('»^^-2«.H-*)(4:j:)'--], 

welche bei einer passenden Wahl von m ;> 1 convergent sein wird. 

§. 9. 

Sonstige Mittel zur ResÜmmung des Werths einer divergenlon Reihe. 

Um den Werth einer divergenten Reihe indirect zu finden, ist es 
nicht gerade notb wendig, sie in eine convergente Reihe zu transformiren. 
Wenn man die Reihe nur durch irgend eine den Gesetzen analytischer Rech- 
nungen entsprechende Transformation auf eine Form bringt, die eine Werth- 
berechnung zul&fst, so kann dadurch der Zweck erreicht werden. 

Der Beweis der Znlftfslichkeit einer solchen Transformation wird wie in 
(§• 6) gefahrt. 

Als Beispiel wähle ich die Verwandlung der unendlichen Reihe 

S==l-l.a?^.1.2.a?^-1.2.3.x^-f . ., 
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deren allgem. Glied +1.2 ... n.^" ist und welche för o^ssil divergirt, in einen 
Kettcnbruch. (Vergl ^Lacroix Traite des difr(§rences ei des series. n. 1065.) 
Setzt man 



B 



1 + '*' 

x— 2j*+6j*— 24j«+i20j.-'-720.«*+ 
1— X -f-2j:»— 6jr»+ 24x*— 120j:»+ 

jr-4jr«-f-18j*-96j:*+600.r' 

\~2x + 6j:* — 24jp'+120x* 

2a— 12x*+72^*— 480j:* 



*• 



D 



E 



1— 4jr +18jr*— 96x'+ ••• 

2x—i%x*-^\Ux* _ 2x 

1— 6x + 36x* ~~ I^TT* 

3jr — 364r*-{- ••• 3.r 



1 + Ä' 

2x 



F =r. 

und so ferner 
& = 



1— 9x + 
3ar— 48J7»4- 



^— 12jr+ 



3j; 



44r 



]7 



4x 



5x 



1 + ff » 

SO erhält man den Kellenbruch 

1 



1+/ ' 



l+/f ' 



u. s. w., 



5f ^ 



i+ 



1 + 



X 



1 + 



2x 



l-f 



2x 



1 + 



3j: 



1 + 



3jr 



1 + 



4a' 



l-f-4j^ «• s. w. 

Fflr .T = 1 erhält man die Nsherungswerthe 

i. i, t. f, A, M. H. m» m. • • M 

welche abwechselnd gröfser und kleiner sind als der Werlh der Reihe und 
sich immer mehr diesem Werthe nShern. 

Der Werlh der Reihe ist = 1 — P, wenn P den Werth der in 
(§.7. No. 6.) berechneten Reihe : l.:r — 1.2. :r^-fl. 2.3,0?'— ••• beseichnet, 
= 0,40365 . . .; mithin ist 1— P= 0,59634 .... Es ist aber ^H =^0,5933 
^^^ 1^^=0,5988, nnd es läfst sich die Nflherang beltebig verstärken. 

Crelle's JoDrnal f. d. M. Bd. XLJ. Heft 1. 4 
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%. 10. 

Allgemeine Bemerkung über die vorhergehenden Methoden. 

Bei genauerer Untersuchung wird man finden, dais die Anwendung 
der vorhergehenden Metboden zur Bestimmung des Werlhs divergenter Reihen 
Schwierigkeiten haben könne, wenn man einen bestimmten Grad der Nfiherung 
verlangt. Namentlich sind sie zur Berechnung der Reihen mit bleibenden 
Zeichen oft unzureichend ; so wie bei Reihen mit wechselnden Zeichen , in den 
FAllen, wo die Transformation auf eine langsam convergirende Reihe führt. 

Auch lassen sich oftmals die Grenzen der Näherung nicht mit hinläng- 
licher Genauigkeit bestimmen; was von einer practischen Methode billig ge-- 
fordert wird. 

Diese Mangelhaftigkeit der Methoden berührt indefs nicht den Gegen- 
stand, den ich behandele; es ist für mich hinreichend, nachgewiesen zu haben, 
dafs und durch welche Methoden es möglich sei, den Werth divergenter 
Reiben zu berechnen. Practische Metboden werden bald geschaffen sein, wenn 
diesem Gegenstande eine allgemeinere Aufmerksamkeit zugewendet wird.* 

III. 

Erstreckung der Bedeutung eines arithmetischen Mittels und der 
Methoden der Werthbestimmung auf alle nach Potenzen einer 

Yariabeln geordnete divergente Reihen. 

§. 11. 

Begründung. 

Wir haben bisher nur die Reihen mit wechselnden Zeichen and die 
Reihen mit bleibenden Zeichen der Betrachtung unterzogen, und gesehen, dafs 
die letztem durch Veränderung des Zeichens der Variabein sich in Reihen 
mit wechselnden Zeichen verwandeln lassen. Wir wenden uns jetzt zn den 
Reihen, bei denen ein Wechsel der Zeichen in anderer Weise Statt findet; 
welche Reihen tnit veränderliehen Zeichen benannt werden mögen. 

Da hier aberall nur von Reihen die Rede ist, die durch Entwickelong 
einer Function entstanden sein können (Vergl. $. 18.), die mithin nach einem 
beatimmten Gesetze gebildet sind, so mufs ein regelmäfeiger Zeichen Wechsel 
bei jeder Reihe vorausgesetzt werden. Um die Regelmfifsigkeit festzohalten, 
betrachten wir die Reihen mit verinderlichen Zeichen entweder als Reihen 
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mit wechselnden Zeichen, oder als Reihen mit bleibenden Zeichen ^ bei denen 
fflr jedes mte Glied ein entgegengesetztes Zeichen eintritt. 

Im ersten Falle erhält maii, z. B. wenn if} = 3, die Reihe 
±a'[bx—cx^ — da^'\^ex'^'\'fx^ — (fx^ — haP'\-ia:^'\- • • ., 
und wenn iii==4, die Reihe 

±U'\-hx^c3^Ydx'-'ex''-fx''\-gx^-\-hx'^ •.. 

Im letzten Falle entsteht, wenn m = 4, die Reihe 

'±a'\-bx-\'Cx''\'dx' — ex^-\-fa:^^gx^~hx''\-ix^'\ka?— ... 

Zu dieser Ciasse von Reihen gehören auch diejenigen Reihen mit wechseln- 
den Zeichen, bei welchen in regelmftfsiger Folge gewisse Potenzen der Variabein 
fehliE^n und bei denen eine Substitution nicht möglich ist ; denn restituirt man 
die fehlenden Glieder mit den zugehörigen CoefBcienten ^=0, so verwandet 
sich die Reihe mit wechselnden Zeichen in eine rar obigen Classe gehörige 
Reihe. Die Reihen mit bleibenden Zeichen endlich, bei denen in regelmSfsiger 
Folge gewisse Potenzen der Variabein fehlen, lassen sich durch Verinderung 
des Zeichens der Variabein auf Reihen mit verftnderlichen Zeichen reduciren. 

Eine Jede Reihe mit veränderlichen Zeichen lAfst sich offenbar auf 
die Form 

±a±xF^{x)±xT^{x)± ... ±x'^t\{x) 

bringen, wo, je nach Beschaffenheit der gegebenen Reihe, das obere oder das un- 
tere Zeichen gflltig ist, xkikA Fi{x)^ ^^2(^)9 .*. /^in(^) Reiben mit wechselnden 
Zeichen, oder Reihen mit bleibenden Zeichen, mithin nur solche Reihen be- 
zeichnen, die wir in den vorhergehenden Paragraphen behandelt haben. 

So z. B. Iftfst sich die erste der oben angefahrten Reihen auf die Form 

±fl-f x\b — dx'^fx^—hx''^ •] 
— x^[c — ex^'\'gx^— •••], 
die zweite auf die Form 

bringen, und durch Substitution von u, resp. für x^ und x^, wird die erste auf 
zwei unendliche Reihen mit wechselnden Zeichen, die zweite auf drei anend- 
liche Reihen mit bleibenden Zeichen reducirt. 

Bezeichnet S{a'\ bx'\- •-•) eine unendliche Reihe mit veränderlichen 
Zeichen, welche dem Vorstehenden nach sich auf die Form 



28 /• Prehn, über die divergenten Reihen. 

= ±a±xF^{x)±x''t\(,x)± ... ±x'^F^{x) 

bringen lAfst, und sind /i(x)^ AC^)? .•• fm(^) die Grenzen der Summen der 
unendlichen Reihen t\(x')^ Fzix)^ ... F^{x) für das Intervall der Conver- 
^enz, so ist 

8(a'\'bX'\ ) = ±a + xf,{x)±x^f2(x)± •-. ±x'^f^{x) 

für das Intervall der Convergenz eine identische Gleichung zwischen der 
Reihe S{ü'\-hx'\' -•') und der auf der rechten Seite stehenden Function, 

welche die Grenze der Summe der Reihe jS>(a-|-6-z^-j ) darstellt. Erhält 

aber x einen so grofsen Wertb, dafs die Reihen divergent werden, so folgt 
aus dem Satze (IV. §«309 dafs alsdann fi{x)^ fA^^)i ••• fm{^) die Werthe 
der unendlichen Reihen Fi{x)^ J^^i^)^ ••* ^m(^) für das Intervall der Diver- 
genz darstellen, wenn diese Reihen als arithmetisches Mittel aufgefafst werden. 
Mithin ist dieselbe Function 

+ a±xf,(x)±x%{x)± . , . +xy„,ix), 

welche für das Intervall der Convergenz die Grenze der Summe einer Reihe 
S{a'\'bx'\- ...) ausdrückt, zugleich der Werth dieser Reihe für das Intervall 
der Divergenz, wenn die Reihe, dem obigen Functions -Ausdrucke gemäfö, 
als ein Aggregat arithmetischer Mittel aufgefafst wird. 

Es ist einleuchtend, dafs die in (§§l. 6 bis 9.) entwickelten Methoden 
der Werthbestimmung divergenter Reihen durch Transformation auf die Reihen 
mit veränderlichen Zeichen Anwendung finden, indem es nur einer Transfor- 
mation der Reihen Fi(^x\ F^ix)^ ... F^[j') in convergente Reihen oder in 
eine sonstige für eine Werthberechnung geeignete Form bedarf, um den Werth 
der Reihe 8(a-\'bx'\ ) zu finden. 

Sollte die Enlwickelung einer Function Reiben geben können, die sich 
den vorhin betrachteten Classen nicht unterordnen lassen, so werden sie doch 
als ein Aggregat mehrerer, mit verschiedenen Potenzen von x multiplicirter 
Reihen von den vorhin betrachteten Classen aufgefasset werden können , und es 
werden demnach die vorstehenden Satze durch eine ähnliche Schlufsfolgerung 
auch auf solche Reihen sich erstrecken lassen. 

Da nun alle Reihen, welche nach Potenzen einer Yariabeln geordnet 
sind, entweder Reihen mit wechselnden Zeichen, oder Reihen mit veränder- 
lichen Zeichen sind, oder sich auf die eine oder die andere dieser Classen 
reduciren lassen, oder endlich als ein Aggregat mehrerer solcher Reihen an- 
gesehen werden können, und wir nur diejenigen Reihen von der Betrach- 
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tong ausgeschlossen haben, deren Coefficienten unendlich werden, so ist die 
Bedeutung eines arilhmetischen Mittels, resp. eines Aggregate arithmetischer 
Mittel, und die Möglichkeit der Werthbestimmung divergenter Reihen für alle 
Reihen nachgewiesen worden, die unter der Maclaurinschen Formel 

F{x) = F(0) + FYO)f + F"(0)^^- ... 
enthalten sind. 

§. 12. 

Andeutung einer anderweilen Form. 

In dem vorhergehenden Paragraph ist eine Reihe mit veränderlichen 
Zeichen als ein Aggregat arithmetischer Mittel dargestellt worden; sie wird sich 
aber auch als arithmetisches Mittel mehrerer Summenwerthe auffassen lassen. 

Ist 

S(a-{-bx'{- ..•) = ±a + bx — cx^'\-dx^ — ex*'\ '\- fx'" -{- jf x^-^' 

eine Reihe mit veränderlichen Zeichen, in welcher bei jedem (i7i4'l)ten Gliede 
ein entgegengesetztes Zeichen eintritt, so bat man nach dem Obigen, wenn 
(i/i -j- 1 ) gerade ist : 

— x''lC'fhx"''\-nx'"^'\ Äj?(*'*>'" + ira?*'"+ ••.] 



Wäre i/i-}-l ungerade so würde das Zeichen der letzten Glieder jeder 
Periode von dem Zeichen des ersten Gliedes der Periode verschieden sein; 
z. B. das Zeichen von f vom Zeichen des b u. s. w«, und dann würden die 
in Parenthesen eingeschlossenen Reihen wechselnde Zeichen haben. Die fol- 
gende Ausführung pafst indefs auf beide Fälle. 

Sucht man den Summenwerth der ersten n Glieder der Reihe 

S^a-^-bx-^- . . .): 

8n = a'\-bx — car^-f •'* :tp^'"'\ 
so hat man, je nachdem n von der Form Arm-j-l^ Ä'f/i-|-2, ... =(k-{'i)m 
ist, mehr oder weniger Glieder der in Parenthesen eingeschlossenen Reihen 
zu Summiren. Es ist nemlich 
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«*«+! = ±«+ x[*+^x-+ ... +rx(»-»)-J 

— ar»[c-f Aa?"+ ... -f*j;^*-«-J 
-f x^[d-\- i«- + ... + tx^^-»"] 

r ^" [f-\- /ar" -|- . . . + «x«*-«"] , 

+ 

-f- x" [/"-f /a?" -|- ••. -f-tia^*-'>'"], 

+ «'[rf-|- la?" -f ... -f ^a:«- ""•] 

-f a?" [/'-f /x" + ... + MX«*-«"] 
u. s. f. bis ^ 

S(Hi)- = ±«+ a?[6+^a?"-f- ... +rx<*-'>'" + Px*-] 

— a?»[c-j-Aa?'"+ ... 4- *a?<*-'>* -f- M»x*"] 

+ • 

— x"-*[e-fArx"-|- ... -f /a?(»-»>'"-fÄar*'"] 

4- a?" [/•+ /a?" -f- . . . 4- tta?<*-«-] ; 

mithin hat S„ m verschiedene Formen, von welchen 

Die erste für die Summen jS>i, S„^i, iS^„^.i, ..., 
Die zweite fQr die Summen iS^, S„^j, ^in.+^^ -• i 
u. s. w., 

Die letzte aber fOr die Sammen S„^ S^m ? 'S's«, 
Anwendung findet. Setzt man in die m Summen-Ausdrficke resp. für Artfi-|-1, 
ktn-\-2^ ... und {k-\-i)m den allgemeinen Werth n, so erhält man die tn 
verschiedenen Formen des Summen-Ausdrucks; welche wir d«rch S„^^ S,,^^ ... 
S„ bezeichnen wollen. 

Es bedeutet mithin S^. wenn n nicht von der Form kmA \ ist, ein 
nach der ersten Form des Summen- Ausdrucks in die Reihe iS\, S^^i^ ^2,^.^1^... 
interpolirtes , zum Index n gehöriges Glied; S„^ bedeutet, wenn n nicht von 
der Form km-{-2 ist, ein nach der zweiten Form des Summen-Ausdrucks in 
die Reihe 82^ '^^m+i? 'S»2m4.29 ••• interpolirtes, zum Index n gehöriges Glied u. s. f. 
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Ah8 dem Vorhergehenden ist bekannt , dab die Snmmenf- Ausdrücke der in 
Parenthesen eingeschlossenen endlichen Reihen, mögen die Zeichen wechselnd 
oder bleibend sein, sich auf die Form 

bringen lassen , wo f(x) die Function bedeutet , welche fflr das Intervall der 
Convergens die Summe der bis ins Unendliche fortgesetzten Reihe, und F(Xj n) 
eine Function von x und der Gliederzahl n darstellt, welche fOr das Inter- 
vall der Convergenz bei unendlichem Wachsen von n verschwindet. 

Von den Summen-Ausdrflcken S„^^ S„^^ ... enthält jeder eine Anzahl 
fii Summen -Ausdrücke von obiger Form, welche blofs insoweit verschieden 
sind, als zu dem einen mehr Glieder derselben Reihen concurrirt haben, als 
zu dem andern. 

Sind die m Summen-Ausdrflcke von der Form f{x)±F(a:,n\ welche 
in jedem der Ausdrficke S„^^ S„^^ ... enthalten sind, nemlich: 

nW + F.ix.n), r,{x)±F,{x,n), . .\ f^(x)±F^{x,h), 

und setzt man fQr irgend einen der Summenwerthe S^/. 

±a^-xrt{x)- x'f,{x) + ••• + xy^{x) = q>(x), 
±QxF,{x,n) — x^F^ix,n)-\- ... + ar^F^C^, n)) = tprix)4^(x,n), 

so ergiebt sich aus der Betrachtung des Intervalls der Convergenz, dafs <p{x) 
die Grenze der Summe der unendlichen Reihe S{a-\-bx'\- . * .) fOr das Inter- 
vall der Convergenz und 4^(x, n) eine Function bedeutet, welche bei unend- 
lichem Wachsen von n für das Intervall der Convergenz verschwindet. 

Die Summen-Ausdrflcke S„^^ S„^^ ... werden sich durch Anwendung 
dieser Reduclionen immer auf die Form 

(A ) (*"* ^ y(^) + V^2(^)*(^, n), 

Sn^ = <p{x)-\'tp^(x)<^(x,n) 

bringen lassen; wo Vi(^)4"V2(^)4*V3(^)"f '•• + Vm(^) = sein wird. 

Wenn demnach S„^^ S„^^ ... u. s.w. auf den nemlichen Werlh n 
bezogen werden, so erbAlt man: 

-;— = 9>(^); 

was auch der Wertb von n und 4»(ar, n) sein möge. 
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Eine divergente Reihe mit veränderlichen Zeichen wird daher, analog 
mit den Reihen mit wechselnden Zeichen, als ein arithmetisches Mittel auf- 
gefafst werdeil können; nur dafs bei diesen Reihen mehr als zwei verschie- 
dene Werihe zum Mittel concurriron. 

£5 würde sich offenbar auf diese Bedeutung der Reihen ein dem 
Verfahren in (§. 5.) analoges directes Verfahren der Werthbestimmung grflnden 
lassen, welches indefs practisch nicht eben von Werlh sein iiönnte, weil die 
Vermehrung der durch Interpolation zu bestimmenden Gröfsen die Rechnung 
erschwert. 

Der allgemeine Beweis des Gesetzes (^.) und dessen Erslreckung auf 
alle nach Potenzen einer Variabein fortschreitende Reihen hat mir bisher nicht 
gelingen woRen. 

§. 13. 

Ein Beispiel. 

Als Beispiel für den Satz des vorigen Paragraphen wähle ich eine 
sehr leicht zu behandelnde, aber vielfach besprochene Reihe. Die Entwicke- 

l + jr 

lung von . . I , giebt die Reihe 

Setzt man «r = l, so erhält man 

1-1+1-1+ • • = f. 
während die Specialisirung der Reihe 

für ar= 1, 

1-1 + 1-1 + 1- ... = \ 

giebt. 

Zur Erklärung dieses Resultats hat Lagrange darauf aufmerksam ge- 
macht, dafs, wenn man der gegebnen Reihe die in derselben fehlenden Glieder 
IT, 0?% J7', ... mit den Coefficienten hinzuföge, die Summe der Reihe 

1 + 0-1 + 1 + 0-1+ ..., 

je nachdem man bei dem nten, (n4~l)ten oder (n+2)ten Gliede abbreche, 
= 1, = 1 oder = sei, wovon das arithmetische Mittel |^ sei. Man hat aber 
diese sogenannte Erklärung mit Recht zurückgewiesen, weil daraus nicht er- 
sichtlich sei, welches Recht man zum Nehmen des arithmetischen Mittels habe. 
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Behandeln wir nun die gegebene Reilie nach der Vorschrift des vorigen 
Paragrapbs, so tritt der wahre Grand der La^ran^«schen Erklärung ans Licht. 

Die Reihe ist = 1— ar»[l-|-a^-|-a?«-|- . • •] 

-far»[l-j-jr»-{-a-''-j- • • •]. 
Die Summe der ersten n Glieder der Reihe ist daher, je nachdem n von der 
Form 3m — 1, 3m oder 3m-}-l ist: 

Nimmt man die Summen-AusdrQcke der in Parenthesen eingeschlossenen 
Reihen nnd setzt in den drei obigen Summen-Ausdrflcken resp. fflr Sm — 1, 
3 m und 3m-f-l den aligemeinen Werth n, so ergiebt sich', nach Reduction : 



l + jr+j;* ' l+jr+Jr* 



+Jr4-Jr* 

i^X^X* "^ l + JT + JT* 






s. = , :^r . + . . '. . T 



.1+1 



folglich, wenn S^^^ S„^ und S„^ auf den nemlichen Werth von n bezogen 
werden : 

Der Werth der gegebenen divergenten Reihe ist mithin in allen Fällen 

= i(iS.,+Ä,. + «„,). «nd da für a? = l: iS„. = 0, «„, = 1, Ä„, = l ist, 
so erhält man durch diese Specialisirung das Resultat von Lagrange. 

IV. 

Begründiing der Zuläfslichkeit der Anwendung divergenter Reihen 

bei analytischen Rechnungen. 

S. 14. 

Begründung. 

Wir haben gesehen, dafs bei einer jeden Gleichung, welche die Iden- 
tität einer unendlichen Reihe und eines geschlossenen Ausdrucks darstellt, wie 

t\x) =■ a'\'hx'\-cx^'\' •••, 
wo die Coefficienten positive oder negative endliche Gröfsen sein können, bei 

Crelle*t Jonraal f. d. M. Bd. XU. Heft 1. 5 
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demjenigen Werlbe der Yariabeln =^x\ bei welchem die convergenle Reihe 
in eine divergente Obergeht, ein Wechsel der Bedeatang der Gleichung eintritt, 
indem die Identität, weiche für das Intervall der Gonvergenz auf die Summe 
der Reihe bezogen werden kann, fflr das Intervall der Divergenz auf das 
arithmetische Mittel zweier Summenwerthe, resp. auf ein Aggregat arithme-- 
tischer Mittel, bezogen werden mufs. 

Es ist aber dennoch die divergente Reihe 

wenn sie in der gewöhnlichen Weise als Summe unendlich vieler Glieder auf- 
gefasset wird, ebensowohl der richtige analytische Ausdruck (d. i. die den 
Gesetzen der analytischen Rechnung entsprechende Form) fflr die Function JF(s) 
(jv^x'')^ als die convergente Reihe 

a^bX'\'CX^-\' "• (x<Cx'') 

den richtigen analytischen Ausdruck der Function F{x) (x<Zx'} darstellt, 
und es kann daher bei allen analytischen Rechnungen sowohl die diver- 
gente Reihe 

för den geschlossenen Functions -Ausdruck F{x) (^^cr'), als die conver- 
gente Reihe 

«-{-Äar-j-car^-f • • • 

fflr die Function F(x) (x<i^'} substituirt und mit diesen Reihen nach den 
allgemeinen Gesetzen der Analysis mit völliger Sicherheit gerechnet werden: 
nur mufs, wenn das Resultat der Rechnung sich in Form einer divergenten 
Reihe darstellt, diese Reibe als arithmetisches Mittel äufgefasset und der nume- 
rische Werth des Resultats nach den vorhin abgehandelten Methoden bestimmt 
werden. 

Es ist in den Paragraphen (6 bis 8 und 11) gezeigt worden, dafs 
jede divergente Reihe, deren Werth einem geschlossenen Ausdrucke P{x) 
gleich ist, in eine convergente Reihe transformirt werden kann, welche F{x) 
zur Summe hat; und zwar durch ein Verfahren, welches den Gesetzen der 
analytischen Rechnungen entspricht. Nun aber Ififst sich beweisen, dafs man, 
wenn mit einer divergenten Reihe (die Reihe in gewöhnlicher Weise als Summe 
miendlich vieler Glieder äufgefasset) irgend eine Rechnungs- Operation vorge- 
nommen und hernach das in Form einer divergenten Reihe erscheinende Re- 
sultat in eine convergente Reihe transformirt wird, zu dem nemücben End- 
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resuhale gelangen mnfs, welches man erbäll, wenn man vorerst die diver- 
gente Reihe in eine convergenle transformirt und sodann an dieser conver- 
genten Reihe dieselbe Rechnangs-Operation vollzieht, welche mit der divergenten 
Reihe vorgenommen wurde. 

Im letzteren Falle aber wird der Gebrauch der divergenten Reihen 
vermieden und es kann daher Qber die Richtigkeit des Resultats kein Zweifel 
obwalten, da das Resultat selbst eine convergente Reihe ist. (Vergl. $. 15.) 

Es sei 

eine unendliche Reihe mit wechselnden Zeichen, welche fQr x^x' divergirt, 
und es werde 

n(±a'\-ßx — yx^'\-^x^— ..•), 

d. h. das Resultat irgend einer mit der Reihe vorzunehmenden Rechnnngs- 
Operation, durch die divergente Reihe 

±A'\-Bx — Cx^-\-Dx'— -.. 

dargestellt, so giebt die Anwendung der jßti/^rschen Transformationsformel : 
a = A, b=zB, JB = C—B, ^^B = /> — 2C4-B, u. s. w., 

und man erhalt als Endresultat: 

Transformirt man dagegen zuvörderst die gegebene divergente Reihe in eine 
convergente, so erhält man 

wo 

Jß = Y — ß^ ^'/9 = (> — 2y+/», u. 8. w. 

Man hat demnach 

oder wenn man för Jß^ J^ß^ u. s. w. die entsprechenden Werthe substituirt, 
i7(Aar))=/7(±« f/9(5^)-(y-/9)(j|3^)*+«r-2y+/9)(j^) - ...). 
Ist aber, wie oben voraosgesetzt worden, 

so mub aach 

5» 
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sein, und man gelangt daher auf diesem Wege, wo der Gebrauch divergenter 
Reihen vermieden ist, zu dem obigen Endresultat 

Ist Z.B. nCf(x)')=f{x)^ d. b. gleich dem Differential - CoSfficienten 
von /(x), so hat man 

f'(x') = ß—2yx-\-3(fx^ — 4t3:'-\- ... 

and diese Gleichung kann auf die Form 

gebracht werden. TransFormirt man die in Klammern eingeschlossene Reihe 
nach der jßuferscben Formel, so ergiebt sich 

rt = 0, * = 0, Jb = ß — = ß, J^ = 2(y-ß), 

J^b = 3{i — 2y-\-ß), u. s. w., 

mithin ist, nach Einführung der Differenzen der gegebenen Reibe J z= ß, 
J^6z=:2Jß^ J'b = ZJ^ß, u. s. w., das Endresultat: 

Transformirt man andererseits die gegebene Reihe in die conver- 
gente Reihe 

Ax) = ±a^ß(^)-jß(^y^j^ß(^y. ..., 

so giebt die Differentiirung dieser Reihe, indem allgemein 

dx M + jr/ ~ x^\i + xJ 
ist, unmittelbar das nemiiche Endresultat 

Wäre die gegebene divergente Reihe eine Reihe mit bleibenden Zeichen, 
80 wflrde durch Anwendung der zweiten Eulenchen Transformationsformel der 
Beweis in der nemlichen Weise geffihrt werden können. Da aber alle Reihen, 
die nach Potenzen einer Yariaheln fortschreiten, als ein Aggregat mehrerer 
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Reihen mit wechselnden Zeichen, oder mehrerer Reihen mit bleibenden Zeichen 
sich darstellen lassen (Vergl. §. ll.)? so lafst sich der Beweis auf alle solche 
Reihen erstrecken. 

Es kann mithin der Gebrauch divergenter Reihen bei analytischen 
Rechnungen flberall nicht zu fehlerhaften Resultaten Anlafs geben, und die 
Ursachen eines etwanigen sinnlosen Resultats sind in der Anwendung einer 
fehlerhaften Rechnung zu suchen. 

§15. 

Anderweite Begründung. 

Wenn gleich dieser Satz nach meiner Überzeugung durch die Aus- 
führung im vorigen Paragraphen vollständig bewiesen ist, so dürfte es doch, 
bei der Wichtigkeit der Sache und bei der Stärke des Vorurtheils gegen die 
Wahrheit des Satzes, nicht überflüssig sein, noch einen Beweis nachfolgen zu 
lassen, der sich mehr an die herrschende Ansicht auschliefst. 

Es ist in neuerer Zeit vielfach in Frage gestellt worden, ob man ohne 
besondern Beweis berechtigt sei, die convergenten unendlichen Reihen den 
gewöhnlichen analytischen Rechnungs-Arten zu unterwerfen: z. B. eine unend- 
liche Reihe zu differentiiren, sie in eine Potenz erheben, den Sinus davon zu 
nehmen, u. s. w. Die Berechtigung wird geleugnet, wenn das Resultat der 
Rechnung eine divergente Reihe ist; ist dagegen das Resultat der Rechnung 
eine convergente Reihe, so wird auch nach der jetzt herrschenden Ansicht die 
Gültigkeit der Rechnung nicht bezweifelt werden. 

Bezeichnet nun 

irgend eine unendliche Reihe, in welcher die CodfGcienten positive und negative 
endliche Gröfsen sein können, und ist die Reihe für die Werthe x^x^ diver- 
gent, so ist zu beweisen, dafs auch für das Intervall der Divergenz 

nCf(x)^ = i7(a-f 6ar-f cx^+rfar^-f. . . ) 
ist, wo IT irgend eine analytische Rechnungs-Operation bedeutet, die an der 
Reihe in der gewöhnlichen Art vorgenommen wird, wie wenn die Reihe 
die Summe unendlich vieler Glieder wäre. 

Wie auch die gegebene Reihe beschaffen sein möge, so kann doch immer 
der Werth von x so klein angenommen werden, dafs die gegebene Reihe und 
die das Resultat der Rechnung darstellende Reihe eonvergent werden; dann 
führt der Voraassetzang nach die Ausführung der Operation /7[« 4~ ^^ 4~ ^^^4~ ***] 
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an der convergenten Reihe nach den gewöhnlichen Gesetzen analytischer Rech- 
nungen zu einem gültigen Resultat. Es sei dies Resultat die convergente Reihe 

a-^ ßx'\'yx^'\' • • •; 
alsdann ist 

eine gültige Gleichung. 

Nun aber folgt aus dem Satze (IV. §. 3. und §. 11.): dafs wenn 
77(/'(:f)) die Grenze der Summe der Reihe a-j-/9j?-fy^'-|- ••• för das In- 
tervall ist, innerhalb dessen die Reihe convergirt, dieselbe Function 77(^(j^)) 
auch der Werlh der Reihe für das Intervall der Divergenz sein mufs, wenn man 
die Reihe als arithmetisches Mittel, resp. als ein Aggregat arithmetischer Mittel 
auffasset; mithin gilt auch für das Intervall der Divergenz die Gleichung 

//(/•(x)) = a-f /9d:-{-ya:'-j = n(a'\-öx'\-cx^'\ ). 

Was von einer einfachen Operation IT gilt, mufs aber auch von einer Verbindung 
mehrerer Operationen gelten: es kann daher auch bei einer complicirten ana- 
lytischen Rechnung durch die Anwendung divergenter Reihen ein fehlerhaftes 
Resultat nicht herbeigeführt werden. Die alteren Mathematiker hatten daher 
vollkommen Recht, wenn sie die unendlichen allgemeinen Reihen , ohne zu be- 
achten, ob sie convergent oder divergent sind, bei ihren Rechnungen gebrauch- 
ten; mögen sie sich nun den Grund der Berechtigung deutlich zum Bewulstsein 
gebracht haben, oder nicht. 

§. 16. 

Analogie mit imaginären Ausdrücken. 

Dafs eine divergente Reihe 

(in der gewöhnlichen Weise als Summe unendlich vieler Glieder aufgefaaset) der 
richtige analytische Ausdruck einer Function f{x) sein könne, obwohl der 
Werth von f(x) sich nicht durch Sommirung der Reihe finden lüfst, kann 
für einen Mathematiker nichts Auffiallendes haben , weil ganz analoge Fülle bei 
den imaginären Formen vorkommen. So ist 

der richtige analytische Ausdruck für die reelle Function eosx und kann in 
allen analytischen Rechnungen für cosor substituirl werden, ohne dafs dadurch 
fehlerhafte Resultate herbeigeführt würden; dennoch ist dieser Ausdruck in 
seiner gegenwärtigen Form (neadicb als Summe zweier Exponentialfunctionen 
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mit imagiofiren Exponenten) nicht zu irgend einer Wertbberecbnung geeignet 
Will man den Werlh des Ausdrucks wissen, so ist es notb wendig, denselben 
in eine andere zur Wertbberecbnung geeignete Form zu transformiren; und wenn 
dies den Gesetzen analytischer Rechnungen gemäfs ausgeffihrl wird, so giebt 
der numerische Werlh des Resultats den numerischen Werth des gegebenen 
Ansdrucks. So giebt die Transformirung in eine nach Potenzen von x fort- 
schreitende Reihe 
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cos^r. 



Die divergenten unendlichen Reihen sind in einem ganz analogen Falle, wie 
der Ausdruck ^[^•^"*-]^~^'^"'^J; sie sind in ihrer eigentbOmlicben Form zu 
einer dieser Form entsprechenden Wertbberecbnung nicht geeignet; transfor- 
mirt man aber eine divergente Reihe, den Gesetzen analytischer Rechnungen 
gemäfs, in eine andere zur Wertbberecbnung geeignete Form, so giebt der 
numerische Werth des Resultats den numerischen Werth der divergenten Reibe. 

Nur in einer Beziehung findet zwischen dem imaginären Ausdrucke und 
der divergenten Reihe eine Verschiedenheit Statt. Der numerische Werth des 
imaginären Ausdrucks kann nur durch Transformation gefunden werden, weil 
die imaginäre Form fiberall keine reelle Bedeutung hat. Der numerische 
Werth der divergenten Reihe dagegen kann nicht blofs durch Transformalion, 
sondern auch durch ein directes Verfahren gefunden werden, weil die diver- 
genten Reihen eine eigenthflmlicbe, ihrer äufsern Form nicht entsprechende 
Bedeutung haben, d. h. weil die divergenten Reiben als arithmetisches Mittel 
aufgirfasset werden können. Wäre diese Bedeutung der divergenten Reiben 
nicht ermittelt, so fiele die angedeutete Verschiedenheit zwischen den imaginä- 
ren Aasdrflcken und den divergenten, Reiben ganz weg, und beide wären in 
ganz gleichem Falle. 

Diesen Gesichtspunct hätten die Vertheidiger der divergenten Reihen 
bei ihren Argumenten festhalten sollen; sie hätten die divergenten Reihen als 
eine Art imaginärer Form des entsprechenden geschlossenen Ausdrucks be- 
trachten mOssen, welche durch eine den Gesetzen analytischer Rechnung ge- 
mifse Transformation auf eine zur Werthberechnung geeignete Form desselben 
geschlossenen Ausdrucks reducirt werden kann: denn die ungegrflndete Be- 
hauptung der neuern Mathematiker (Vergl. Einleitung), dafs eine Transfor- 
Biation divergenter Reihen in identische und convergente geradezu unmöglich 
sei, wäre auch ohne Kenntnifs der Bedeutung der divergenten Reihen leicht 
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zu widerlegen gewesen. Es würde sieb dann wohl haben darcbfQhren lassen, 
dars es inconsequent sei, die divergenten Reihen aus der Analysis zu ver- 
bannen, wdhreiid man die imaginären Ausdrücke zularst. 

§. 17. 

Angebliche fehlerhafle Resoltate, die durch divergente Reihen veranlafst sein sollen. 

Es ist sehr auffallend, dars man sich dazu entschlossen bat, die diver- 
genten Reihen aus der Analysis zu verstofsen, ohne dafs Fälle nachgewiesen 
worden sind, in welchen die Anwendung divergenter Reihen zu fehlerhaften 
Resultaten Veranlassung gegeben hat. Zwar sagt Abel in seiner Untersuchung 

über die Reihe 1 + y^T * • {S>eUe\s Journal Iter Bd. S. 311 seq.): »Die 

divergenten Reihen können zuweilen mit Nutzen als Symbole dienen, diese 
oder jene Salze kürzer auszudrucken; aber man darf sie nie an die Stelle be- 
stimmter Gröfsen setzen. Thul man es, so kann man beweisen was man will: 
Unmögliches sowohl als Mögliches." Und dieser Ausspruch ist oftmals wieder- 
holt worden : aber ein Beweis der Behauptung findet sich nirgends. Sollte Ahel, 
wie vielleicht aus seinem Briefe vom Jahre 1839 geschlossen werden könnte 
(S. Dr. M. Ohm^ Geist der mathem. Analysis,) bei seinem Ausspruche blofs 
wiilkfirliche numerische divergente Reihen vor Augen gehabt haben, so wfire 
derselbe allerdings vollkommen richtig, träfe aber alsdann gar nicht die Sache. 

Eine numerische Reihe kann natürlich der specialisirte Ausdruck nn- 
endlich vieler verschiedener Functionen sein. Ist nun die Reihe convergent, 
so hat ihre Summe immer eine bestimmte Gröfse, möge sie der specialisirte 
Ausdruck der einen oder der andern Function sein, eben weil die conver- 
gente Reihe als Grenze der Summe ihrer Glieder aufgefasset werden kann. 
Der Werth einer divergenten Reihe, die keine Summe hat, sondern als arithme- 
tisches Mittel aufgefasset werden mufs, ist eben deshalb von dem Ausdrucke der 
Function abhängig, durch deren Specialisirung man sie entstanden sich vorstellt. 
Eine numerische divergente Reihe, von der man nicht weifs, welcher Function 
sie ihre Entstehung verdankt, hat daher keinen bestimmten Werth, und darf 
nie an die Stelle einer bestimmten Gröfse gesetzt werden. Aber wie kann 
überall von ei^er Rechnung mit solchen willkbrlichen numerischen Reihen die 
Rede sein? In der Analysis entstehen die unendlichen Reihen durch die Ent- 
wickelung gebrochener, irrationaler und transcendenter geschlossener Aus- 
drücke und erscheinen demnach als Ausdruck bestimmter Functionen: und wenn 
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man sie auch hfiufig durch AnDahme eines speciellen Wertbs der Variabein 
in numerische Reihen verwandelt, so kann doch Ober deren Ursprung nie ein 
Zweifel sein. Zwar kann man bei analytischen Rechnungen, wenn man 
für jedes einielne Glied einer unendlichen allgemeinen Reihe eine demselben 
gieichgeltende allgemeine Reihe substituirt und das Resultat nach den Potensen 
der Variabein ordnet, auf unendliche Zahlenreihen geführt werden, die daher 
selbdtständig und nicht als specielle Werthe allgemeiner Reihen su entstehen 
scheinen. Allein betrachtet man den Fall genauer, so liegt in der vorge- 
nommenen analytischen Operation selbst die Noth wendigkeit , diese Reihen 
beKiehuiigsweise als specialisirte Ausdrücke bestimmter allgemeiner Reihen zu 
behandeln. Und sollte in einzelnen Fällen ein Zweifel darüber entstehen 
können, welcher allgemeinen Reihe eine solche Zahlenreihe unterzuordnen sei, 
so wird dieser Zweifel immer dadurch beseitigt werden können, dafs man alle 
Glieder der gegebenen allgemeinen Reihe, der Reihe nach, mit steigenden 
Potenzen eine^ neuen Variabein multiplicirt, alsdann die Substitution der allge- 
meinen unendlichen Reihen vollziehet und schliefslich die neue Variable = 1 
setzt: denn man erhält alsdann nicht Zahlenreihen, sondern allgemeine Reiben, 
die nach Potenzen der neuen Variabein geordnet sind, welche erst schliefslich 
durch den Werth 1 der neuen Variablen zu specialisiren sind. Die in der 
Analysis vorkommenden unendlichen numerischen Reihen erscheinen daher im- 
mer als Ausdrücke bestimmter Functionen und haben demnach immer einen 
bestimmten Werth. 

Für solche Reihen also müfste die Wahrheit des Abelsehen Ausspruchs 
bewiesen werden, wenn der Beweis den Gegenstand treffen sollte. 

So viel mir bekannt, ist Professor SchlömUeh der Einzige, der durch 
Beispiele nachzuweisen versucht hat, dafs die Anwendung divergenter Reihen 
zu sinnlosen Resultaten führen könne. Wenn gleich diese Beispiele meist 
Reihen betreffen, die nach dem Cosinus oder Sinus der Vielfachen eines Bo- 
gms fortschreiten, welche nicht Gegenstand dieser Abhandlung sind, so glaube 
ich doch auf dieselbe eingehen zu müssen, indem ich auf die in ($.18.) ent- 
haltenen Resultate Bezug nehme. 

Die im ffriiiti^r/schen Archiv (Theil V. Heft 4. S. 393) angeführte 
Gleichung 

cosar — cos2a:4~cos3j7 — cos4a?4- ••• = ^ 
ist vollkommen richtig, wenn die Reihe als arithmetisches Mittel aufgefasset 
wird; und dies wird nach ($.18.) eben dadurch bestütigt, dafs die Reibe für 

CreUe*t Journal f. d. M. Bd. XU. Heft 1. 6 
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den Werth x==^7e sich in die Reihe 

verwandelt, welche drei verschiedene Sammenwerthe hal: i^ 1 und 0; mde: 
das arithmetische Mittel dieser Summenwerthe = | ist. Eben so sind die 
von Euter aus der Reihe gezogenen Folgerunge 

l_2»+3' — 4H • • = ond 
l_2*^.3*-4*+ ... = 

vollkommen richtig, wenn diese Reihen als specialisirte AusdrQclie der Reihen 

„_2^r»4.3^r' — 4^r♦ 1- ... und 

v — 2\v'^3\v' — ^\v'i' ... 

betrachtet werden; wovon man sich leicht überzeugea kann, wenn man den 
Werth dieser divergenten Reihen ffir r = 1 nimmt. 

Was die Qbrigen in dem genannten Hefte (S. 394 bis 398) anter 
(n. 1 bis 3.) anfgefahrten Beispiele und das im Cfrmiert^hen Archiv (Tbeil lH. 
Heft 3. S. 275) angezogene Beispiel betrifft, so ist der Professor ScklömUh 
allerdings zu sinnlosen Resultaten gelangt: aber durch ein Verfahren, welches 
jedenfalls zu fehlerhaften Resultaten fahren mti/ste. Er substituirt nemlich fOr 
jedes einzelne Glied einer unendlichen eine demselben gleichgeltende uneml* 
liebe Reihe nnd ordnet das Resultat nach Potenzen der Variabein; und zwar 
in allen den genannten Beispielen so, dafs die simmtlicben CoSfficienten un- 
endlich werden. Anstatt nun inne zu halten, indem eine nach Potenzen einer 
Variabein geordnete Reihe, deren CodfBcienten unendlich sind, keine Bedeu- 
tung hat, setzt Professor Scklömiick die Rechnung fort und vergleicht nach 
der Methode der unbestimmten Co^ffidenten den geschlossenen Ausdruck, wel- 
chem die gegebene unendliche Reihe gleich gesetzt war; oder eine aus dem- 
selben entwickelte Reihe mit endlichen CoCfficienlen, mit der ersten Reibe, 
deren Coefftcienten unendlich sind. Der Crmnd der fehfterbaften Resultate liegt 
folglich in dem Rechnungs verfahren, nnd es sind die fehlerhaften Resultate nicht 
durch die divergenten Reihen veranlafst, von welchen ausgegangen warde. 
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V. 

AUgeineinere Geltung der Bedeutung eines arithmetischen Mittels, 
und anderweite Auffassung der divergenten Reihen. 

§. 18. 

Allgemeinere Geltung der Bedeutung eines arithmetischen Mittels. 

Wenn gleich nur diejenigen divergenten unendlichen Reihen, welche nach 
Potenzen einer Variabein geordnet sind. Gegenstände dieser Abbandlong aus- 
machen, so glaube ich doch, hier zeigen zu niässen, dafs die fQr obige Reihen 
nachgewiesene Bedeutung eines arithmetischen Mittels auch bei andern unend- 
lichen divergenten Reihen Statt findet. 

Schon Lexetl hat bemerkt, dafs man den Wertb der unendlichen Reihen 

8\nm'\'Sm{m'\'X)-\'8in{m'\'2a:)'\'9in{m'{'Sx)'\- •••, 
cosiw-j-cos(jii-f jr)-f cos(m4-2jr)-f-cos(iw-|-3j?)-f ••• 

erhält, wenn man das arithmetische Mittel nimmt swischan allen den verschie- 
denen Summen- Werthen, welche sich durch successives Addiren der Glieder 
der Reiben finden lassen. (Vergl. j^Lacroix^ Traite dee differences et des 
s^ries. n. 950. 951.^') 

Es ist nemlich die endliche Summe von ti-j-l Gliedern der ersteren 
Reibe bekanntlich 

Süinim \ux)= cof(m+(ii-Hr);r) . cos(m-ix) 

und die der letzteren Reihe 

Die erste Reihe ist aber periodisch, und die verschiedenen partiellen Summen 
werden =0 am Ende jeider Periode, indem der obige Summen «^Ausdruck 
für alle Werthe von u verschwindet, welche durch die Gleichung 

iii4-(t«-f Jx) = 2An-f m — ix oder (w-f 1)^* = ^^^ 
gegeben sind, wo k irgend eine ganze Zahl bedeutet; und stehen x und n in 
einem rationalen Verbfiltnisse , so hat die Reihe, wenn u^=oo ist, unendlich 
viele Perioden, aber nur eine bestimmte Zahl immer wiederkehrender Sum- 
men- Werthe. Setzt HNin in dem allgemeinen Summen -Ausdrucke successive 
tiosO, n=i\^ usss2^ ... u^^n, so erhält man die n-f-l verschiedenen 
Werthe von fi^aio(m-|-tfjr), nemlich: 

6» 



44 /. PrehHj über die divergenten Reihen. 



ce8(m- f|>r) . cos(m — \jr) 



eosim^jar) , cos(m — js) 
2sinix ' 2sinijr ^ 

co8(m-f|j') . cos(in — ^jr) 

cos{m '\' i(2 n-^- l)x) , co8(m — ^x) 

2sm^jr ' 2sinix "' 

und das arilbmetiscbe Miltel dieser Werthe ist 

... -j-cos(wi-f i(2n-}-l)Jp)]. 
Der ailgemeine Sommen- Ausdruck Scos(fH'\-ux) giehi die Summe der io 
Klammern stehenden Reihe, wenn n statt u und (»i*f j-ar) statt m gesetzt wird. 
Es ist daher diese Summe 

8in(iii-f(n4-l)j') sinm 008(m-K|n+l)A)8in(^(ii-f i)x) ^ 

28lo^jr 2 sin ix sin^jr * 

weil naeb der Yoranssetsung (n-f 1)^ = 2 Arn ist. Das arithmetische Mittel 

der verschiedenen Summenwertbe ist demnach = — :r' . ~^ : dies ist aber 

2 8i;i i X 

auch der analytische Ausdruck för die unendliche Reihe 

Slam '\' sin (m-\'X)'\'S\n{m-\'2x)'] •••, 

wovon man sich durch Multiplication der Reihe mit dem Nenner leicht über- 
zeugen kann. 

Auf gleiche Weise findet man, dafs der analytische Ausdruck far die 
nnendlicbe Reihe 

cos«i+cos(iii-f x)|-cos(i»-f2a?;+ .-. = gginiT- 

das arithmetische Mittel der verschiedenen Summenwertbe ist. 

Da nun bei den hier betrachteten Reihen, gleich wie bei den Reihen 



" 1+x' 



r, i+r 

X • • • = ' 2- 

i + x+x* 



fAr den Werth 1 von x dieselben Summenwertbe sich fortwfihrend wiederholen, 
so dafs, bei dem Wegfall der Interpolation, die Operation des arithmetischen 
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Mittels sich aof das Nehmen des Mittels der verschiedeDen Sommenwerthe 
redacirl, so ergiebt sich, dafe die Bedentang eines arithmetischen Mittels ffir 
die Reihen 

slnwi-f- sin(iii-f-ip)-f-sin(m-|-2Ä')-|" •♦•, 
cosf/t-f^cos(iw-f ^) + co8(m-f 2j?)-f ••• 

in ganz gleicher Weise Geltung findet, wie bei den nach Potenzen einer 
Variabein geordneten Reihen. 

Setzt man m==0, so erhfilt man Reihen, die nach den Sinus oder 
Cosinus der Vielfachen eines Bogens fortschreiten; für welche demnach die 
nemliche Bedeutung Statt findet. 

Die obigen Formeln geben z. B. för m = 0: 

1 -)-cosj?-{-cos2a?-f-cos3a?-|~ ... =3 ^, 
oder 

cosx-f C08 2a:"[-cos3ar-f ••• = — |. 

Setzt man x = ^7t^ so wird die Reihe 

= i-*-l-i + i + Hi-i-l-l + * + l + i etc. 
Die 6 verschiedenen Summenwerthe sind 

i, 0, -1, -11, -1,0, 

und deren arithmetisches Mittel ist 

IUTO-l-li-l + 0] = -i. 

§. 19. 
Anderweite Auffassung der diTergenten Reihen. 

Man liann die divergenten unendlichen Reihen noch aus einem andern 
Gesichtspuncte betrachten. Ist 

eine Gleichung zwischen dem geschlossenen Ausdruck f(x) und einer Reihe 
mit wechselnden Zeichen, oder einer Reihe mit bleibenden Zeichen, und ist 
X* der Werth von x, bei welchem die convergente Reihe in eine divergente 
flbergeht, so ist die unendliche Reihe, in der gewöhnlichen Weise als Summe 
unendlich vieler Glieder betrachtet, so lange x <C x\ eine continuirliche Func- 
tion, welche fflr jeden Werth von x einen bestimmten Summenwerth hat. 
So wie aber x den Werth von x' erreicht und flbersteigt, tritt eine Discon- 
tinuitSt ein, und die unendliche Reihe hat fortan fflr jeden Werth von x> x' 
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«u^ei Svaimenwertbe^ gleich -j-^ oder -^oo, je nachdem die OBendlieh grofiie 
Zalü der Glieder als gerade oder als onirerade angenominen wird. 

Nach den Paragraphen (3 und 4.) gilt nun ffir jeden Wertb von n 
die Gleichung K'S^^+'Sih) = A^)i s*^ g*'^ mithin anch für ii = oo; ala^ 
dann sind zwar, wenn x^^x\ jS^.=:-|*3o, '^»s = — ^^ immer aber ist 
\{ß^\Sm^:=^t\^\ Ist ii=:oo, so sind offenbar jS,^ und j9^ die iwei ver- 
schiedenen SumnienweHhe der unendlichen divergenten Reihe^ welche einem 
Werihe von x'^ x^ correspondiren. Man kann daher die Bedeutung der 
divergenten Reihen auch wie folgt darstellen. 

So lange die unendliche Reihe 

a^hx^cx^ ^da?^ ••• 
eine continuirliche Function bleibt, gilt die Gleichung 

f{x) -:= a\hx\c3i?-\'dx^\ ••• 
für alle Werihe von x; tritt aber eine Disconlinuität dieser Function ein, so 
ist der Ausdruck f{pc) gleich dem arithmetischen Mittel aus den beiden Sum-«' 
menwerthen. welche der unendlichen Reihe fOr irgend einen Werth von x 
zukommen. 

Dieses Gesetz ist dem Inhalte nach identisch mit den bekannten Fourier^ 
sehen Theoremen fflr die Reihen 

f{x) = I Jo+^icosor-f -42Cos2x-p ..., 
F{x) = Äisin:r-f B,sin2a?-fÄ3sln3Ä-f .., 
wo 

A, = ^f y{t) cos nt dt, 




nur dafs letztere beschrankter sind und die Disconlinuität auf Seiten des ge- 
schlossenen Ausdrucks eintritt. 

Ich enthalte mich für jetzt weilerer Reflexionen Ober dies Gesetz, welches 
eine Erweiterung bekommen wird, wenn die Bedeutung eines arithmetischen 
Mittels mehrerer Snmmenwerthe fOr alle divergenten Reihen allgemein bewiesen 
sein wird. Sollte mir die Mufse vergönnt werden^ so beabsichtige ich die Aus- 
fahrung dieses Reweises und die Erstreckung der Theorie auf alle unendliche 
divergente Formen zu versuchen, und da wäre dann der Ort, das obige Ge- 
setz einer näheren Betrachtung zu unterziehen. 
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lo dieser Abhandlung ist bewie^ien worden: dafs die divergenten un- 
endlichen Reihen die Bedeahiag eines arithmetischen Mittels, resp. eines Aggre- 
gats arithmetischer Mittel haben: dafs man im Stande ist^ ihren Werth zu 
bestimmen 9 and dals ihre Anwendung bei analytischen Rechnungen tu fehler- 
haften Resultaten nicht Veranlassung geben kann. 

Es folgt daraus, dafs die gegenwärtig herrschende Ansicht unbegründet 
ist und dafs sie beseitigt werden mufs, damit die Wissenschaft von einer un- 
nöthigen, fast in alle Gebiete der höheren Analysis eingreifenden Beschrän- 
kung befreit werde. 

Möge die Macht der Wahrheit meinem Worte Eingang verschaffen und 
die Mängel meiner Darstellung ersetzen I 

Das alte Rathsel der Bedeutung divergenter Reihen ist offenbar gelöset. 
Zur vollständigen Begrilndung des in ($. 19.) för Reihen mit wechselnden Zei- 
chen und för Reihen mit bleibenden Zeichen nachgewiesenen Gesetzes bedarf 
es indefs noch eines allgemeinen Beweises, der die Bedeutung eines arithmeti- 
schen Mittels mehrerer Summen werthe auf alle divergenten Reihen erstreckt. 
Ich übergebe den Gegenstand der Öffentlichkeit, in dem Stadio« worin er sich 
befindet, damit durch gemrinsames Streben das Ziel desto eher erreicht wer- 
den möge. 

Ratzeburg, den 6ten Juni 1850. 
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Sammining der Reihen 

l + -j-gco8y+ I 2 9^»^9+'"-\ 1.2... n » «»»y* 

(r + Dvsiny-t- ^ ^^^g ' > ' sm 2y -[- » • « -f- i.g... n <>"wnwy. 

(Von Herrn Dr. Dienger la Sinsheim bei Heidelberg.) 



E 



s isl 



l-|-a?-f «»-f «*-f -)-X'+'" =S= 1 ^X^+r+l ^ 



also 

(1.) r(r— l)(r — 2) . . . l + (r4-l)r . . . 2ar + (r-f-2)(r-f-l) . . . 3«*-f •• • 

...+(r-}-n)(r+*-l) ... (n-f 1)*" = ;^{ilj^p.j. 

Nun ist 

woraus nach dem bekannten Satze 

i'^ d'^z , r dy rf^*2 , r(r— 1) iTy d''-^^^ ^r^ 

folgt: 

, / -(M+r+^)(>^^-r)J"+'^-^ 2.3... r , , /— («4t+ 1 ) ( w+r) . . . (w+2)x-^' ^ 2 . . . r 

"•V 1.2 )(\—xY-^^ r^ 1.2..,r ^/(i^^ 

„q r 1 jx+r+i (n\r-\-i'\ x""^^ w+>-+l M+r jr"+'-^ 

~"'^**''* L(l_x)'+* (1— *)-■+» 1 *(l-*r 1 * 2 '(l-x)*^-' 

M+r+i w+r M+2 x"+»n 

12 r 1— xJ 

Die Formel (2.) giebt also die Summe der Reihe (l.)- 



»ii+r 
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Hieraus findet sich 



(80 i^r_:^»^<S±J^s^^^!:±ilii^!±^a^+.,. 

•••+ 1.1^.3...» ^ 

wo, wie leioht sa sehen, die erste Seite n-\-l^ die tweite r-f 1 Glieder liat. 

FOr xeezt redaoirt sieh die »weite Seile anf f. Dorch r-j-1 aaf 
einander fdgende Differentiatiotten aber ergiebt sicli 

(4.) l+-:j— }— ^.-^+-^.-g_.^+ ... -j-^..^ i- 

1 2 r+l ' 

wie bd^annt. 

Man seUe mm in der FArnel (3.) x=sp(eesqp-f <tiny)9 wo ^ eine 
poslttve Grobe und 9 ein Winkel swiselien and 2n ist, so ist 

wenn 
(»0 ^ « =. +y((l-poosv)*-j-p*sinV)i 

äifo s poeiti? and y^ zwieclien ond 2n engenommen wird. 
Daraas findet sioli 

= s»p«+--*-^*[cos{(» + r+t-Ä)y+ÄV'}4-isin|(n+r+l-*^ 
Ffllirt man diese Werthe in (3.) ein, erwAgt, dab 

t cos(r+i)y — tgui(r-fl)V/ 

and trennt sogleich, so erhAlt man 

Grelle*t Jooriul f. d. M. Bd. XLI. Heftl. 7 
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(6.) l+!41(,cosy+J±l.^^'oo»2y+4^.I±?.^^»cof3y+ ... 

V'-j — -^ i-p'eosny 



^ ±±r±i f p-+'co8 {(« 4- r) y - r V} 
^!t±J±l.!!±r^^,»+^co»{(n+r~l)y - (r-l)v| + . . . 

•••+^i±f±i.4r...il±i^^-..cos{(i.+i)y-v}]; 

= - ■>'<;f/)y --^[^,'>^^^«gi,{(n+r+l)y-(r-f1)y) 

... +^^.411 ... il±i«o{(« + l)y-v,|]; 
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ie in (6.) ond (7.) vorkomnenden GrOftM «, yß flind durch die Gleiebon- 
gen (5.) bestimmt. 

Ist in den Formeln (6.) nnd (7.) ^<^l9 so ist, wenn ii = ao gesetsf 
wird, (>''+'' = 0, also für ^<1: 



^i'\'^^^^ffCMq>'{-^^^^ 



cos(r-f l)y 

(8.) 



(r+l)(.8my+r+l.!:^^»8ln2y+^.^.^e'»in3y+-«»nf- 

__ «iB(r+l)v> . 

wtrfehes bekanote Formdn sind, wenn man r statt r-|-l seist. 
Als specieUe Formeln sieht man ans (6. und 7.): 
1-f S(> cos 9) -1-8^*0082 9>-{- 4p' cos 3 y-{- "* -\-i»-\-i)9''coBH^ 
= ^-:^[p-^'cos{ii4-3)9'-3v}4-T^«P"+*eos{(n4-l)y-v/}]; 



(9.) 



• • • 



l 



1.2-|-2.3<>oo89>4-3.4p'cos29-f-4.5p'cos39)-{- 

= ^^-p-t-+'co8{i.+3)y-3v} + -4^.p"-^'cos{(ii+2)y~2v'} 

+ -4^-^«*(»-^*cos|(»+l)y-v}]; 
3.3(>sin^-f d.4(>^sin29)-f 4.5p'sin39)+ ••• -|-(fi-f l)(n-|-2)p"sinn^ 
= - ^^ - j, [c"^'»m {(«-1-3)9-3^} + 4^ ^-+*»in {(••+2)^-2^} 

o. s. f. 



JBetzt man in den Formeln (6. nnd 7.) n-{-y statt ^, so erbAlt man Reihen 
mit abwechselnden Zeichen. 

7* 
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Pfir 9)mfn findet rioh aiw (6.) 

1 >^jj ^i— ^ Lät.3.4 ^^ + 1.4... 4« ^ 

Ähnliche Ableitongen sind ferner leicht. 

Seist man in den Formeln (8.) ^ statt r und nimmt r>^, 90 gelten 
dieselben fflr jedes (^ nnd man eriillt^ indem man agleiob r statt r^l setsl: 

14.£|ig-|..--^^»co»2y+ ^ r/v^ '•^ <>'co»8y+ .-• in Inf. 

'+T ('+T)Cl+f) 

psiny-f -fT"^'*'"'*^^ fXl p^«in3^-f- •••In Inf, 

siaf y 

Lflfot man nnn r fortwährend xonehmen, M nihem sidr die ersten Seiten 
dieser beiden Gleichnngen den Formen 

1-j- j-cosy-f J^^^^y4" l a A cos3y-|" ••* *« inf. nnd 

(>siny4-^ sin 2 y-)- -p|-y sin 3 9> 4~ ••' '** ^'^f* 
ie Grenzen der zweiten Selten finden sich folgendermefsen : 



(l-fcy)' r 1-1 ,.ri.iy 



' 1.2.3.4 ^ « ^« 



.4«:m4 



O-T" «•»») 
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Kmi Blhert steh fttr ein uendlieh wachsendes r bekanntlieh (l— -^ cosy) 

der GrOfiie #-'~^ (l-l«casy4.ijl)f^= (l- JS-cosy + ij!/ der Or«be 

er^"^^, d« |i» derselben Gröflie C^ergL & B% das i^Qrganota der gesanmteii 
transcendenten Analysis von Dr. Dbrhm^ L 8. 627), also nAhert sieh 

g iTjr der Einheit. Die in Klammem eingeschlossene Gröise 

nähert sich dagegen dem Aasdmck 

1— i,2 "T" l.2.3>4 ~ '* *°*"^" ~ cos(|isiny). 
Endlich nlhert sich — der Gröfse ^ «ae^^y nnd also 



^^^ der Gröfse «^•^^^cosC^^siny). 
6ani eben so findet sich, dafs sich 

-2I~*L der Gröfse — ^^•'^siii(psiny) 
nihert, so da& 
(10.) 1 + j-co8y+j^cos2y4"TX3^^*8y-j — ininf. = €«'^^cos(p8in9), 



sih<p ']' j^ s\n2 ^'\- T\-ss\n3<p'\' •••inlnt. SS ^"^ 

m 

ist; welches zwei beliannte Formeln sind, die sich hierauf einfachem Wege ergaben. 
Multiplicirt man die sweite dieser Gleichnngen mit i, addirt beide Gleichun-* 
gen, setzt ^(cos9>4~**^^^9)'=^ ^°^ erwfigt, dafs 

«♦^•^Ccos(psiny)-f isinCfisiny)) = ^«»f+^-'-i^ = ij* 
ist, so findet sich 

Setzt man in dieser Reihe a:i nnd dann — ;r i statt Xt addirt die Resultate oud 

erinnert sich, dafii — T , .g=cosx, — ^. s±=sinjr Ist, so erhält man die 

bekannten EntwidLlongen fflr cos x nnd sin :r , wo ar willkflrlich (imaginir) ist. 

Es liefsen sich auch die flbrigen Reihen der Analysis ans diesen Er- 
gebnissen ableiten; was aber keine Schwierigkeit hat. 

Sinsheim, im Januar 1847. 
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3. 

Über den Werth eines bestimmten Integrals ^ ans 

der unbestimmten Integratfunction gezogen, faHs 

dieselbe von der Form arctang/(x) ist, wo f{x) 

eine eindeutige Function von x vorsteUÜ 

(Von dem Herrn Professor ilao6e in Zflridi.) 

(Aas den Hittheilangen dar ZiirelieritcheB «atvrfoftclieiidefi GtMelltehftft) 



fJie Schwierigkeit, wenn ans einer linbestimmleti IntegralftinctioD von 
der Form 

arc sin f{x) , arc lang fijr) , u. s. w. 

der Wertli eines bestimmten Integrals absuleiten ist, sind dem mit der Inte- 
gralrechnung Vertranten Manat. Die vorliegende Note bat den Zweck, die 
Lösung dieses Problems in seiner gansen Allgemeinheit zn gebent fOr deo 
Fall, wo f{x) eine eindeutige Function von x ist. 

Vorerst können alle vieldeotigen Fifnctionen von vorbin gedachter Be- 
schalFenbeit jiacb bekannten Sätzen der Analysis des Endiichea anf die eine 
Function arctang/'(a7) gebracht werden; daher wir nur lÜete zum Gegenstande 
unserer Hfttheilung mueheu. 

Vote der Annahme des Vorhandenseins einer Integralgleichung von 
der Form 

( 1 •) J9 (^) ^ = •^^ ^^% [ A^)l 
ausgehend, wo tp{x) und f{x) eindeutige Functionen von x sind, theilen wir 
hier einen Doppelsatz mit, der das bestirorole Integral / tp[x)dx angiebt, falls 

tfk(^)ai (^wo tti eine unendlich klein werdende Grörse ist} filr alle Wertbe 
von x^=a bis .r = 6 unendlich klein werdend bleibt, also wo der Obergang 
von einem dieser Werthe znm unmittelbar folgenden durch das Increment ai 
geschieht. 

Wenn a kleiner als b ist, welches wir durch A — as=-{- andeuten 
wollra, und ferner ai, o,, o». •« ^.lu, zwischen a und b fallende Zahlen- 
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werihe ym et sind^ dle^ IboUäb aDsgedrttckl, den^ Bediogimgen 

entsprechen nnd die Grensen Mlden, wo die Function f{a:) in (1.) yon dem 
etnen ZeldieD' zn denr entg^gengesetsten Obergebt: eo' lautet der erwähnte 
Doppelsats folgendermaafsen : 

Hat die BSindKon f{x) in (1.) von x^=zn Ms x^=ta{ poriüce 
H^ertke, von xs^Oi his ^ = 0, negative ^ von x=±in Mt xs=:a, wieder 
positive Werfhe^ u. e. w., so ist 

(2.) f^if{,x\dx z« (— l)*arctang[(— l)Y(ft-a>)] — arctang[/(ii+ai)] 

-}- 2 (arc tang {fiox — «*)] — nrc tang [/"(oj + c»)! -|- • • • 

• . . (-l)*-'arctang[A«i+(-l)*co)]}. 

Wemn aber das Gegentheit Statt findet , d. A., wenn f(x) in (1.) von 
x^=a bis x = iX| negativ^ von x^=ai bis x^=a^ positiv, von x=^o^ bis 
d? SS 1x3 wieder negativ ist, u. s. w, so erhält man folgende BesHmmungS'- 
gteickung : 

(3.) y*V(^)*P = (-l)*"^wctang[(-l)»-*/-(4-ai)] + arctang[-/]:a+w^^ 

a 

— 2 {arc tang [/*(«! -j- w)] — arc tang [/Xa^ — oi)] -f • • • 

...(-l)*-*arctangfAa, + (-l)*-*co)]}. 

In diesen swei Bestimmnngsgleichungen ist ca eine anendUch klein 
werdende Gröfse, und ein AnsdrociL rechter Hand der Gleichheitszeichen von 
der Form arc tang [X] stellt den kleinsten positiven Kreisbogen vom Halbmesser i 
vor, dessen trigonometrische Tangente der jedesmal positiven Gröfse l gleich ist. 

Bei der Begrflndong dieser Ergebnisse sind folgende Momente zu 
beachten. 

1) Wenn durch ((arc tang A)) sfimmtlicbe Kreisbogen werthe angedeutet 
werden, denen dieselbe Tangente l zugehört, so bestehen folgende zwei Be-. 
stimmungsgleicfaungen : 

((arc tang A)) == m -|- arc tang l , 

((arc lang iL)) = rw— arc tang [ — X]. 

Die erste besteht ffir alle positiven, die zweite fOr alle negativen Werihe 
von .1, und in beiden ist r eine beliebige ganze und positive Zahl, Null mit- 
begriffen. 
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m 

2) Wenn ^ «ine swiseheii a and k faUMde Zahl iMy-ao hak mail: 

j tp{x)dx = /g>{x)dX'\'f (p{x)ix: 

a a y 

3) Die im eratea Bande oieiiier DIffereiitial-» aad lategraireehiiQng hi 
den Nrn. 132 bis 134 begrOndeten 8«se. 

4) Wenn endiieh a, einen der oben gebranehlea Zahlen werthe aj, 
ih^ cb) • « • «A Torttellt, M besteht unter den aufgestellten Primtssen fönende 
Oleiebnng : 

welebe man aneh als Grenagleidmng beim nnendliehen Abnehmen von <o an« 
sehen kann. 

Zflrich, 1847. 
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4. 

Note 8ur Paddition des fonctions elliptiques. 

(Par M. A. Cayley i Londres.) 



{9oit, pour observer antant qne possible ia symetrie: 



M 



Su = yk sin ata -TT 
Cu = oosain<r4-, 



Gu = Jbvh 



et soit pour abreger: 

Su == X, Sv =^ y, elc, 

Gu = yii-kx") = x^, 

CuGu = y(l-«ar'-|-x*) = X,X^, = X. 

Ceia pose, les melhodes i''AM donnent les expressions snivantes de 
sin am d'one somme qoelconqoe d*arca: savoir 

Ä(«-i »+.-.) — (-1) 11, (^i, . . . ^.-a, öö, tf •», ... <?"-**l ' 

ponr on nombre imptur 2n — 1 d'arcs, et 

pour un nombre pair 2n d'arcs. Dans ces expressions les symboles dans 
lesquelles enlrent les lettres 0, 0, sont censes representer les determinants, 
dont on obtient les termes en changeant snccessivement ces lettres en x, X; 
y, Y; elc. 

J'ai tronye qn'on a anssi 

pour un nombre impair 2n — 1 d'arcs, et 

C(ii-f-r+ ...) - \ö, ö«, ... iJ'-s ©, ö*d, ...o»-*öj 

Cr«Ut*t loarnal f. d. M. Bd. XU. Heft 1. 6 
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pour un nombre pair 2n d'arcs. Les valeurs correspondantes de G(if-f t'-f '**) 
86 trouvent en echangeant les symboles 6^ et 6^^. 

PaHiculierement pour la aomme de trois eres on a: 

Pour ridoire ces expressioDS ä ane forme qni solt encore applicable 
au 088 oü deox qoelconqoes des quantiies v, f>, w sont egales, il ii*y a qa*ä 
moltipHer les termes des fraetioos k droite par 

n — —(*T^-yX)(yZ+z T)(zX'{-xZ) 

Cela donne, apres une rödactioil an peo dlffidle: 

— i2[Ä, Ä», e] =(arrZ+yZ2:+«Jrr)-ay«(o--ar'-/-«H**r'«') 

i2[l, fl«, tfe] =l-yV-a»«»-ar»y»-}-oar»y*«*-ay«(«FZ-fyZ2:-f5i:F) 
de maaiöre qa'en dcrivant 



on a 



«(«-f P + ir) = ^YZ+yZX+zXY-^xyz{a-x*-y*-z*+xYi*) ^ 

(\-hsYz*)XJtZ,-i-yzX+zxY-\-syZ)X^Y^Z„ 
C(« + r4-ir) = *^g , 

G{u-\-t>^w) = * jg 

Les mömes formales peavenl ötre tronvöes plas simplement en ecrl- 
vant u = \v-\-\h, v-\-\v-\-^b an liea de m, v. La somme u-\-t>-\-w se 
cbange par li en u-f o-f ti>-f (v-f-«), et les fonctions S{u-\-v-\-w\ C{u-\-v-\-w\ 
G{u-\-v-\-w) deviennenl 8{u-\-v-\-w)^ — C(ii-|- »-}-•«') < — <?(« -j- » -)- a>). 

1 —i X 
De plas a?, X,, Z,,, X et y, F^, F„, F se ehangent en — — , -^'-p-> 
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V*-#» F «* -7' WT-' 2^'*T' ?^' *» ^'°» " 



«(n + e + iD) = - 


ar, «>, Z 


• 
• 


Ay. -Y 

1, »% zZ 


'C(«+r+u.) i- 


Z,, «'Z,, »z„ 


• 
• 


x*y X, —X 

y, y, -1" 

1, «", sZ 


©(Mfe+ip) — * 


-X^jr, X^, -j^X^^x 


> 


•2/ ^ ^ 9 "~" A. 




ry, F^^F^y 




f, y, -F 




2«. «"^«^ ««. 




1, «% zZ 



Ces formales condoisent anx formes reduites qno Ton obtient en maltipliant 
par le facteor beaocoop plus simple 



i2. = - 



xT+yX 



'I — ^t .T 



X-— 7 



En passant) il y a a noter les equations identiques 



(yZ+zr)(z X+jrZ) 



sc « «ZT * ,A. 


-.— 


y.f.Y 




c, «% z 





etc. 



1, «*, zZ 

■axqnelles condnit la möthode qoi vient d'ötre ezpliqa^e. Aassi en maltipliant 
les yalears de C (u ■\- v ■]■ w) ^ G{u-\-v-\-w) on obtient l'eqnation 

C(ll + C -f U>) C (»4 4- » -|- U>) 

9.XYZ-\-AyzX-\-MzxY-\-NsyZ 

~ jl -.^»s«-z»x»_xV» + axyz'-xy«(* rZ+yZJ[+ zXY)] ' 

dans laqoelle 

il-f- 2x» F»Z», 



M 

N 

n 



n-^2fZ'X\ 
n-{-2z':^Y\ 

- a 4- 2 («» -f y + «') - « (y«' + «^i» + a?»/) -}- (2«* - 4) .-'/«» 

+ 2x*y «» (y»«» 4- «»ar» -f. a:»y ) - axYz'' (a?» + y» + «') — oa? V«*- 

8* 
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4. Cayley, noie 9ur Vaddiiion des fondionB ellipiiques. 



Pour le cas de quatre eres, je n*ai trouve que le sin am de la somme. 
Ed effet on a 

1, f, y\ yY 
1, «% «♦, «Z 
1, t\ /*, tT 

oä les termes de la fraction sont ä maltiplier par 

O (xT-^yÄ)(xZ+zA)(xT+tX)(yZ-\-zTnzr-^tZ)(tT-\-yT) 

~ (x*-y*)(x*—z*){x*—t*)(y^'-z'){z'—fnt^-y*) 

Hais il est plas simple de se senrir de la forme 



y, /, r, fY 

«, «% Z, s?Z 



8{u-\-v-\-w-\-p) = — 



x\ «*, 1, — Xx 

1, «», «♦, z« 



«, «», z, z«» 



1, /», /♦, T/ 

qne Ton obtienl de la m^me mam'ere qoe la forme analogue poar Irois arcs. 

Ici le faeteor est 

{yJC+xY){zT-\- tZ) 
' (x*-y*)(z*-t*) ' 



Sil 



et Ton obtient, tonte r^duction faite, 

S(ui-i,-\-w-{-p) = |-, 

91 = {l-xyzH'XxYZT-\-yZTX-\-zTXY-\-tXYZ) 

__ |(a_ a^ _ y» _««_/« -f. y»Ä« /» -j. s»/ V + /'a?»y + xyz* - aWy^zU^) 

X (ir>-a/4- Farte-f Zfxy-\- Txyz)}, 
© = l—a?*/— xV — aj*^'— /«»— «V — /y 

— (a?»/ -f «*«» -f a^<* + y V -f «'/' + /y ) a:y ä»/' 

+ a («* + y -f- «' + <*) ary «»/* 
-j-(2 — 2a»)a?y*y 

- {x'Y^-\-fJP) ztZT- (a?»Z*-f ««jr)ylFT - (x'T' -{- /»:r)y» FZ 

— (yZ» -f- «" F*) arfjrr— («*T»-f /'Z*)a!yXF— (/* F'-i-/3")a?«-yZ. 

n y a ä remarqoer qa^en employant la prämiere valenr de S(u-^v-\-w-\-p) 
et le factenr correspondant, on anrait tronve le mdme numeratenr, et aussi le 
mdme dinominalenr, ce qni donne lien a des ^ations identiqnes, semblables 
k edles qni ont lien ponr le cas de trois aros. 
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Revenons ä Pexpression 

^ , y (yZ-\-zr)(zJC-\-jrZ)(sr-\-yA) 

z, z', Z ^ 

qii donne le numSrateur de S(u -f " "f *")* ^° mettanl x^=za^ — X= A etc. 
on voit quMI s'agit d'effectner la divisioa de 

1, a, A {B-{-C){C-\-AXA-\-B, 
1, b, B 
1, c, C 

par le prodoit {b — e){€: — ä){H — A), las fonctions A, U, C denotant des 
racines carrees de fonotions rationnelles d'une forme particnliere. Or en sup- 
posaol toujours que les carres de A,B,C soient des fonctions rationnelles, et 
d'ailleurs d'ane forme quelconqoe, cela peut se faire dans tous les cas par- 
ticaliers au moyen de Tequation identique 

Ua^A {B-\-C){C-\-A){A^B) 
Ub,B 
1, c, C 
{A^^B'-\-C^^BC-\-CA-{AB)- 



U «, A' 
1, c, C 



1, a, A* 
1, *, fi* 
1, c, C* 



De mdroe le denominateur de i$^(«-f c-t-<^) depend de requalion analogue 

1, a, aA {B-\-C){C-\-A){A-{B) 
1, b, bB 
.1, c, eC 



1, <i, aA^ 
1, 6, bB" 
1, c, cC 



1, a, ail* 
1, b^ bB* 
1, <?, cC* 



et le onmerateur et le denominateur de S(u-\o-\-w-\-p) dependent des equations 

{A-\.BXA-\-CKA4.DKB+CnB-\-D)iC-\-D) 



1, 


«» 


a\ 


aA 


1, 


*, 


b\ 


bB 


1, 


c. 


e. 


cC 


1, 


ä, 


d\ 


dD 



M 



1, a, a\ aA' 


-JSf 


1, 4, b\ bB' 




1, c, c», cC 




1, rf, rf^ rfZr 





1, 0, O^, tfil* 


i-P 


1, b, A% *B« 




1, c, c», rC* 




1, rf, d\ dD* 





1, 


a, «», aJ" 


1, 


b, b\ AB« 


1, 


tf, c% cC^ 


1, 


d, d\ dOf' 
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4. Cayletjt HOte «ur VaädUion de» fonetion« tlUpiiquet. 



• • • 



dans lesqoelles 

M = 2a6V-f \- «'*»+ |-fl»*c-f- . . -|- Sd'bed-\- 



1, tf, ii, aA 
1, c, C, <?C 



(J + ll)(^ + C)(J + ö)(B+C)(fl+ö)(C-}.D) 



• • • 



-f 2a6«<f ) 



1, rt, J% uA' 

1, *, ir, 6ir 

1, c, C% <?C» 

1, rf, /r, rf/)» 



1, a, A\ aA* 
1, *, B*, *Ä* 
1, c, C'*, cC* 
1, J, D*, <f/^ 



Mais je n'ai pas encore tronvd la loi geoörale de ce$ ^qaations. 



Ponr faciliter Tnsage des symboles S, C, G, Je veux exprimer par 
cette nolation les propriet^s les plas simples des fonctions elliptiqaes. Cela 
me donnera aussi l'opportanite d'arranger d'ane maniere particaliere les for- 
mnies qai se rapportent a la somme oa a la difförence, de deax arcs. On 
a d*abord 



C*ii = 


1-1. «P«, 




€Pu = 


1 — *.«'«, 




S'u =: 


Cu.Guy 




C'v = 


r''SiM.6r«, 




G'u — 


— k.Su.Cu, 




Ä(0) = 


: 0, C(0) — 


1, C(0) — 1, 


S'(0) = 


: 1, C'(0) = 


0, G'iO) = 0, 


Ä(-tt) = 


: -S(tl), C'(-fl) - 


C'(ti), ©(-«) = €?(«), 


S{\v) = 


= ^k, Siis) = -ji. 


, Ä(iv+i») — «, 


C{\V) : 


= 0, C(i«) = -^ 


, C(^t;+i») = ~, 


Gi^V): 


- Ä», «(i«) - 0, 


»(it/ + i«) = «, 
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1 


Gm 
Tm"' 


2^ 

k ' 


1 


~2V 


5f( 



S{v-\-mv-\-nH) = (—ir+'.Sv, 
C(ii-\-mv-\-nH) = (— l)".Cti, 
©(ii-f mv-j-n«) = (— l)\e«. 

Dans ces equations les symboles 8, C, G, v, h, k, V, i et S, G, C, a, 

1 2V 
V, 4-) -T-, — t peuvent Ute eehangis les uns d*aveo les aatres. Les for- 
males fondamentales qni se rapportent k deox arcs sont 



«(tt-f r) = 


Sh.Cv.Gv.'\'Sü.Ch.Gu 


i-^u.S'v ' 


Ciu-\-v) = 


Cfi.Cv — T--Stt.GM.Se;.6i; 


1 — S*ii.S"«; 


G{u-^v) = 


Gu.Giy—k.Su.CH.So.Cv 


l-S*«.5*tf ' 



•nxqaelles on ajontera: 

C{u-\-v)G(u-\-v) 

H-^S'u.S*v)(CH.Gu.CvJiv—SH.Sv{a'-2S*u-2S*v-\-aS'u.S*o) 



lis ponr Irouver tontes les formes diff(6rentes de ces eqaations, 
mettons ponr abreger (en supposant comme aaparavant Su = x etc.): 

A = xY, A = yX, 
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p = X»— >^ 

(?==i-i.ar'-i-/+xy, 

B = i — kx' — kf-^^x'f. 



S : 


= XY, 


S' — 




T . 


~ ''^,J,' 


T' — 


-yy.x,^ 


IJ = 


^^J.» 


V — 


yY,^„> 


K 


= l-a;y. 






Alors on aara 








S(tt-f p) - 


A+Jf 
K 


P 

A—Jf 


U-\- V T— T 






6(11 -fo) 



c-t-c _ r+y _ s—s> R 

K ~ A—Jf ~ B—Bf ~~ C—C ' 



et les valeurs correspoodantes de 8(u — o), C^u — o), G(u — v) se trou- 

veront en ^changeant les signes de A', B', C, S', T', U'. 

De ces formales il peat dlre lire an grand nombre d'öqoations iden- 
liques; par exemple celles-ci: 

(A^-A'') = KP, etc., «»_Ä« = QB, elc, 

{B-\-B'){C-C) = K(^S-\-S'), etc., (ß~ß')(C>C') = K(S-S'), etc., 

BC-B'C = Ä^S, etc., B'C-BC = ÄS', etc., 

(S4-S')(T+2')(l/"+t/') = (iSf-S')(T-T'Kt/-r') = PQB, 
S'T'Ü'-^S'TU + Är£r+ STV = 0, 
Sl'ü" -I- STV -f- S'TI7' -1- iS'T'tr = PQB, 

{A-A'XS+S') = (C-C')(U-l>'), etc., 

(^-f^') (*'-«') = (C+C')(ü--|-t^'), etc., 
(A — A'){T-T') = P{C-C'), etc., 

(^-1- J')(3r+T') = P(C+C"), etc., 

(J-il';(C^+l^') = PiB-B'), etc., 

(^4-^')(t^-t7') = P(Ä-j-B'), etc., 
etc. etc. , 

et oes öqaations donoent immödiatemenl et dans les formes les plas simples, 
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les formules qai se rapportent aux soromes et aux produita des fonciions de 
u~\'V et u — v, par exemple 

savoir au moyen de la premiere de ces eqnations identiques: 

de maniere que toutes ces formules peuvent ^tre considerees comprises dans 
les equalions fondamentales et dans ce Systeme d^equations Identiques. 

A Londres 58 Chancery Lane 28''*"' Juiilet 1849. 
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5. 

Note sur quelques theor^iues de la g^om^trie 

de poisition. 

(Suite du Memoire tome 31 p. 213, tome 34 p. 270 et toiDe38 p. 97 de ce Journal.) 

(Par M. €ayley k Londres.) 



§. VII. 

ürn considerant les soixante droites anxquelles donne lieu le theoreme 
de Pascal^ et en appliquant ce theoreme aux hexagones differents qui peuvent 
£lre fonnes par six points sur nne mdrne conique, M. Khrkman a trouve que 
ces soixante droites se coapent trois a trois non seulement dans les vingt points 
de M. Steiner (points que M. Ktrkman nomme les points ^)^ mais aussi 
dans soixante points A. II a trouve aussi qu'ii y a quatre vingt dix droites •/, 
dont chacune conlient denx des points A et un des quarante cinq points p^ dans 
lesqnels s^entrecoupent, deux a deux, les droites menöes par deux quelconques 
des six points. Les recherches ötendues que M. Ktrkman a faites dans la 
geometrie de position, paraitront dans un numei^o procliain du ^Cambridge and 
Dublin Mathematical Journal.'* En altendant, M. Ktrkman a publik dans le 
^Manchester Courrier'' du 27'^*"'' Juin 1849, vingt cinq theoremes qui contiennent 
les r6sultats de ses recherches. 

Moi, j'ai depuis trouve que les soixante points h sont situ^s trois a 
trois sur vingt droites X. Tons ces theoremes peuvent 6tre demontres assez 
facilement quand on connait la maniere suivant laquelle les points et les droites 
doivent ötres combines en construisant les points et les droites h, J, etc. Cela 
se fait alor^ d'une maniere tres simple, au moyen d'une notation que je vais 
expliquer. 

Representons les six points sur la conique par 1, 2, 3, 4, 5, 6. En 
combinant ces points deux a deux par les droites 12, 13 etc., les systemes 
tels que 12, 34, 56 peuvent ^tre representes par les combinalsons binaires 
des six symboles a, b, c^ d, e, f^ et au moyen de la table qui se trouve deja 
dans le (§. III.) de ce memoire, savoir de la table 
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(^•) 



12.34.56 = 
|12.35.64 = be 
12.36.45 = df 

15.62.34 = de 
15.63.42 = Ar 



«cl 13.45. 62 = ab 
13.46.25 = cd 
13.42.56 = ef 

16.23.45 
16.24.53 
16.25.34 



14.56.23 
14.52.36 
14.53.62 

= ee 

= ad 
= bf. 



bd 
ae 



15.64.23 = af 

Le Symbole uc denote ici Tensemble des droites 12, 34, 56; et ainsi de suite. 
On Toit qae pour obtenir les six cötös d'on qaelconqae des soixaate 
hexagones, il n'y a qu*ä combiner les droites correspondantes , par paires, 
telles que ah, ac, qui ont nne lettre en common. Cela pose., les hexagones, 
ou, si Ton veut, les droites deriv^es de ces hexagones an moyen do theoreme 
de Pascal (droites que je nommerai „Droite» de Pascat'"')^ peuvent ötre 
representees par les symboles ab.ac etc., conformement a la table que voici: 



(ö.) 



213456 = 


= ab.ac 


214356 = 


= cf. ca 


215346 = 


ssed.eb 


216345 = 


^fb.fd 


564 = 


= ef. eb 


563 = 


= db.df 


463 = 


=fa.fd 


453 = 


= ec.eb 


645 = 


= dc.df 


635 = 


= ea.eb 


634 = 


^cb.ca 


534 = 


^ad.ac 


465 = 


= cd.ca 


365 = 


= ae.ac 


364 = 


=:bc.be 


354 = 


^da.df 


546 = 


= ba.be 


536 = 


^fc.fd 


436 = 


^de.df 


435 = 


= bf. be 


654 = 


= fe.fd 


653 = 


^ bd.be 


643 = 


^af.ae 


543 = 


= ee.ea 


314256 = 


= ea.ef 


315246 = 


^cb.cd 


316245 = 


-ad. ah 


415236 = 


^af.ae 


562 = 


= bd.ba 


462 = 


^af.ab 


452 = 


^ce.ed 


362 = 


^eb.cf 


625 = 


= cf. cd 


624 = 


^ed.ef 


524 = 


^fb.fe 


623 = 


^de.db 


265 = 


= fc.fe 


264 = 


= de.dc 


254 = 


^bf.ba 


263 = 


= ed.ea 


526 = 


= ae.ab 


426 = 


= bc.ba 


425 = 


= da. de 


326 = 


^fa.fe 


652 = 


= db.dc 


642 = 


= fa.fe 


542 = 


=^ec.ef 


632 = 


^be.bd 






416235 = 


= ce.cf 


516234 = 


= ee.ed 










352 = 


= ad. ae 


342 = 


^ bf.be 










523 = 


= bf.bd 


423 = 


= ad.af 








■ 


253 = 


= fb.fc 


243 = 


= da.de 










325 = 


= ec.ea 


324 = 


= ee.cb 










532 = 


= ba.db 


432 = 


= fb.fa 







Remarquons mainlenant qae les droites de Paseat qui passent par ün 
poini (/i)) tel qae 12.45, sont ca.ee, ba.be, acab, ee.eb. Cela etant, le 
point 12.45 peot ötre represente par la notalioo cb.me, et de cette maniere 
le Systeme complet des points p est repriseote par la table saivante: 

9* 
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(C.) 



/ 12.34 = 

1 


= bd.0f 


14.35 = 


= ah.de 


23.45 = 


= ad hf 


' 13.35 = 


= af.ed 


14.36 = 


= hf.ed 


23.46 = 


= he.de 


> 13.36 = 


= ab.ce 


14.56 = 


= af.ce 


23.56 = 


= ae. cf 


12.45 = 


= ae .he 


15.23 = 


= be.cd 


24.35 = 


= bf.ce 


12.46 = 


= ad.ef 


15.24 = 


= ae.df 


24.36 = 


= af. de 


12.56 = 


= hf.de 


15.26 = 


= ae. hf 


24.56 = 


= ah.ed 


13.24 = 


= ac.hd 


15.34 = 


= ah .ef 


25.34 = 


= ad.ee 


( 13.25 = 


= af.he 


15.36 = 


= ad.fe 


25.36 = 


= bd. ef 


\13.26 = 


= hd.ee 


15.46 = 


= bd.ee 


25.46 = 


= ab .ef 


J13.45 = 


= cf, de 


16.23 = 


= ah.df 


26.34 = 


= af.bc 


fl3.46 = 


= ae .hf 


16.24 = 


= ef.he 


26.35 = 


= ae.bd 


[13.56 = 


= ad.hc 


16.25 = 


= ae.de 


26.45 = 


= ed.ef 


' 14.23 = 


= ac.ef 


16.34 = 


= ae.ed 


34.56 = 


= he.df 


, 14.25 = 


= ce.df 


16.35 = 


= he.ef 


35.46 = 


= ae.df 


14.26 = 


= ad. he 


16.45 = 


= af,hd 


36.45 = 


= ae . he. 



Enfin les droites 12 etc. peuvent dtre represeotees par des symboles tels que 
ac.be. df etc., et au moyen de la table suivante, qai est pour ainsi dire la 
reciproque de la table QAJ): 



(D.) 



ac.be. df 
ac.bd.fe 
ae.bf.ed 



12 
56 
34 



ab.ed.fc = 62 
ab.ef.cd = 13 
ab.ec.df = 45 



af. be . ed 
af.be. de 
af. bd. ee 



ae.df. cb == 36 
ae.dc.bf = 52 
ae.db.fc =- 14 

= 15 
= 64 
= 32. 



ad.fb.ce = 16 
ad.fe.eb = 53 
ad.fe.be = 24 

II y a a remarquer qu'une droite de Pascal äb.ac contient les points 
bc.adf bc.ae, bc.af et que par un point ab. cd passent les droites (les cötes 
opposes d'un hexagone) ae. bd.ef, ad^bc.ef, et les droites de Pascal ea.cb, 
da.db, ac.ad, bc.bd. Cela pose, en combinant les proprietes deja connues 
d^ayec Celles que j'ai enoncees au commencement de cette section, en parti- 
cularisant en möme temps les combinaisons qui donnenl lieu aux points et 
droites g, hy J etc. et en adoptant une notation convenable pour ces points 
et droites, on trouvera ce qui suit: 

a) Les droites ab.bc, bc.ca, ca. ab se rencontrent dans un mdme point abc 

qui est un des vingt points g, et que j'ai denote par le Symbole (§. III.) 

de ce memoire. 
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/9) Les poinls abc^ abd, abe, abf sont situes sar une mime droite n// qui 
est une des qainze droites de M. Steuer ou de M. PlUcker, et que 
j*ai denotee (§. III.)* Je nommerai droites / ces droites. 
y') Les droites ab.ac, ac.adt ad. ab se renconlrent dans un möme point 

a.ef qui est un des seixante points h de M. Kirkman. 
ti) Les poinls b.cd^ c.db, d.bc sont situes sur la mdme droite {hcd} qui 

est une de nies vingt droites X. 
e) Les points ab. cd, e,ab, f. ab sont situes sur une mdme droite (ab) cd 
qui est une des quatre vingt dix points J de M. Kirkman. 
Quant aux theoremes (a) et (/9), je vais reproduire dans la notation 
de cette section les demonstrations de M. Plücker. 

Voici le principe de la demonstration du theoreme (a): principe qui 
s'apptique aussi, comme nous le verrons, aux demonstrations des theoreines 

(y, <y et 0- 

Supposons quMl s^agit de demontrer generalement que trois droites X^ 
X\ X" se rencontrent dans un möme point, et supposons que ces droites 
sont d^terminöes: 

X au moyen des points A, B, C^ 
JC' . . - . . A\ B\ C\ 

j:" . . . - - ^", B\ c". 

Formons d'abord la table 

AA\ B'B'y C'Cy\ 

(0) {A'A, ß"Ä, C"C, 

ÄA\ BB', CC\ 

oü AA" etc. sont les droites qui passent par les points A' et A", etc.; et 
pois la table 

B'B'\CC", CC\AA\ AA'.B'B'\ 
( 5) l B'B . C"C, C 'T . A'A , A'A . B"B , 
BB' . CC\ CC . AA, AA. BB\ 

ou BB'\ CC" etc. sont les points d'intersection des droites B'B" et CC etc. 
On sait que si les points de Tune quelconque des colonnes verticales de cette 
deroiere table sont situes sur la mdme droite, les droites X, X\ X" se 
couperont dans un mdme point; et reciproquement. Precisement de la mörne 
maniere on demontrerait que trois points X, X\ X" sont situes sur une 
möme droite; seulement A, B etc. seraient des droites, AA" etc. des points; 
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el ainsi de suite. Or les droiles du theoreme (a) sont determinees: 

ab.bc au moyen des points ac.be, ac.bf, acbd^ 
bc.ca - - - - - ba.ce, ba.efj ba.cd\ 
ca. ab - - - - - cb.ae^ cb.afj cb.ad; 

donc la table (0) se reduit ä 



et la table (])) ä 



ac.be. df, 


av.bf.de, 


ac.bd.ef 


ba.ce.df. 


hu.cf.dCi 


ba.cd.ef 


cb.ae.dff 


cb.af.de^ 


cb.ad.ef 


he . df, 


bf.de, 


bd.ef. 


ce . df, 


cf.de, 


cd . ef, 


ae . df^ 


af.de, 


nd.ef. 



Or les points de la premiere colonne verticale de cette table sont situte sur 
la droite ed.ef, ceux de la deuxieme colonne verticale sur la droite fd.fe, 
et ceux de la troisieme colonne verticale sur la droite de.df. L'existence de 
Tune quelconque de ces droites fait voir la v^rite du theorerae dont il s^agit. 
Pour demontrer le theoreme (ß)^ considerons a part un quelconque des 
points abcj abd, abe, abf; par exemple le point abf. On peut envisager ce 
point comme determine par les droites ab.af, ab.bf, et ces droites contiennent: 

ab. af les points bf.ac, bf.ad, bf.ae, 
ab.bf - - af.bc, af.bd, qf.be. 

Or bf.ac et af.bc sont situes sur la droite ab.de.cf; bf.ad et af.bd sur 
la droite ab.ec.df; et bf.ae et af.be sur la droite ab.cd.ef De plus, 
les points bf.ac, bf.ad, bf.ae sont situes sur les droites ab.bc, ab.bd, ab.be 
respectivement, el les points af.bc ^ af.bd, af.be sont situes sur les droites 
ab.ac^ ab. ad, ab.ae respectivement. Donc on peut representer les points 
de In droite ab.af par les symboles 

{ab.de.cf){ab.bc)^ {ab . ec . df) (ab .bd) ^ {ab.cd .ef){ab .be) .^ 
el les points de la droite ab.bf jfar les symboles 

{ab.de.cf){ab.ac)., {ab.ec.df){ab.ad)^ (ab.cd.ef) {ab.ae). 

Maintenant 

Les droites De möme qoe les droites Se rencontrent sur la droite 

ab.bd, ab.ae ab.be, ab. ad, ab.de.cf, 

ab.be, ab.ae ab.bc, ab.ae, ab.ec.df 

ab.bc, ab. ad ab.bd, ab.ae, ab.cd.ef. 
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o^esl a dire, il existe un Systeme de trois hexagones dont les cötes sonl 
{ab.de.cf, ab.ec.df, ab.cd.ef, ab.bc, ab.bd, ab.be)^ 
(ab.de.cf, ab^ec.df, ah.cd.ef, aJf.ac, ab. ad, ab.ae)^ 
(ab.bc, ab.bd, ab.be, ab.ac, ab.ud, ab.ae). 
Ces hexagones ont pour angles les indmes six points. Or Texislence de 
Pune ou de Fautre des droiles ab.af, ab.bf suffit poar faire voir que ces 
six points sont sitaes sur la mime conique: donc les cötes opposes du 
troisieme hexagooe se rencontrent dans trois points situes sur la m£me droite. 
De plus, on voit aisement que les hexagones sont precisoment tels, qu'en 
vertu du theoreme (a), les trois droites, auxquelles donnent lieu ces hexa- 
gones, se rencontrent dans un möme point; et ce poini sera cvidemment le 
point abf. Mais les cötes opposes du troisieme hexagone, savoir les droites 
ab.bc et ab.ac; ab.bd et ab. ad; ab.be et ab.ae, se rencontrent dans les 
poinfs abc, abd, abf: donc les qualre points abc, abd, abe, abf sont situes 
sur la m6me droite: theoreme dont il s^agissait. 

Pour demontrer le theoreme Qy}^ on n'a qu'a considerer comme deler- 
minees les droites de ce theoreme, savoir: 

ab.ac par les points bc.ad, bc.ae, bc.af. 



ac.ad -- 


cd. ab. 


cd.ae, cd.af. 


ad. ab - - - 


bd. ac. 


bd.ae, bd.af 


La table (0) se reduit alors a 






bc.ad.ef. 


da.de, 


da.df, 


cd.ab.ef, 


ba.be, 


ba . bf, 


bd.ac.ef, 


ca.ce, 


ca . cf, 


et la table (])) a 






{da. df) {da. de). 


af. de , 


ae . df, 


{ba.bf) {ba.be). 


af. be. 


ae,bf. 


{ca . cf) {ca . ce) , 


af.ce, 


ae . cf. 



•Or les points de la deuxieme colonne verticale sont situes sur la droite ea.ef 
et les points de la troisieme colonne verticale sur la droite fa.fe. L'existence 
de Tune ou de Tautre de ces droites Tait voir que les droites ab.ac, ac.ad, 
ad. ab se rencontrent dans un mdme point a.be. 

PoUi' dimontrer le theoreme (cT), il est evident que les points de la 
premiere colonne verticale de la table qui vient d'dlre presenice. sont situes 
sur la m6me droite. Mais ces points sont precisement les points d.bc, b.cd, 
c.db; le th6oreme est donc demontre. 
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Enfin, pour demontrer le theorcme (O9 nous pouvons considerer les 
points de ce theoreme comme determines. savoir: 

ab. cd par les droites bc.bd, nd.be.tfy ac.bd.ef, 



f. ab - - - 


fc.fd, 


fc.fe, 


fd.fe, 


€,ab - - 


ec.ed. 


ec.fe^ 


ed.fe. 


La lable (O) se reduit alors a 








cd.efy 


fce, 


fde, 




cd.eb. 


cf.eb. 


df.eb, 




cd.bf. 


ce.bfy 


de.bf, 




et la table (])) ä 








f^^ 


ce.cf, 


de.df, 




fe.ß. 


cb . ce, 


db . de. 




fe.eb, 


cb . cf. 


db.df. 





Or les droites de la premiere coloiine verlicale de cetle table se renconlrent 
dans le point bf.be, Celles de la deuxieme coIoiine verlicale dans le point c.ad^ 
ei Celles de la troisieme colonne verlicale dans le point d.ac; le theoreme 
dont il s'agit est donc demontre. Dans cette demonstration on anrait aussi 
pu echanger les lettres a, b. 

Les theoremes (a) et (;^), peuvent 6tre enonc^s par le seul theoreme 
suivant: 

^£tant donnes six points sur la mdme coniqne, et menant par ces 
„point neuf droites. de maniere que chaque droite passe par deux points et 
„que par chaque point il passe trois droites : on forroera avec ces neuf droites 
^trois hexagones differents dont chacun a les six points pour angles. Les 
„droites de Pascal^ auxquelles donnent lieu ces trois hexagones, se rencon- 
„treront dans un möme point/' 

En supposant que les Systeme de neuf droites contient loujours un mdme 
hexagone, il est possible de completer de qualre manieres differentes le Systeme 
des neuf droites; savoir, on peut ajouter aux cöles de Thexagone 1 les trois 
diagonales de Thexagone 2, 3 ou 4, en menant une quelconque de ces diago- 
nales et deux droites, chacune par deux angles alternes de Thexagone. Ces 
qualre systemes donnent lieu au point g^ et aux trois points A, qui se trouvent 
sur la droite de Pascal^ correspondante ä Phexagone dont il s'agit; savoir le 
premier Systeme donne lieu au point q, et les trois derniers systemes aux point h. 

A Londres 58 Chancery Lano 29''"*^ Juillet 1849. 
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6. 

Memoire sur les coniques inscrites dans une m^me 

surface du second ordre« 

(Par M. A. Cayley ä Londres.) 



JCin considerant une surface queiconque du second ordre, le probleme 
se presente: d'examiner les proprieles des coniques inscrites dans cette surface 
et des cönes circonscrits. La plupart de ces proprietes sont peul-etre connue^); 
cependant je crois qu'on ne les a pas encore developpöes systemaliquement. 
Je me propose de donner ici Tanalyse des proprietes les plus simples d'un tei 
Systeme de coniques, et la Solution du probleme analogue au probleme des 
tactions qui se presente ici« ainsi que quelques theoremes relatifs au passage 
a un Systeme de coniques situees dans un möme plan et inscrites dans une 
mdme conique, en me reservant pour une seconde partie de ce memoire les 
developpements ulterieurs concernant ce passage et la Solution complete du 
probleme analogue au probleme de Malfalti, generalise par M. Steiner. 

Remarquons d^abord que les coniques inscrites et les cönes circonscrits, 
«insi que les plans des coniques inscrites et les sommets des cönes circon- 
scrits, sont des fignres reciproques par rapport a la surface du second ordre. 
En considerant deux coniques inscrites quelconques, et les cönes circonscrits 
eorrespondants , on remarquera que les plans des coniques inscrites se ren- 
contrent dans une droite. Je la nommerai Droite de symptose. Les sommets 
des cönes circonscrits seront situes dans une droite que je nommerai Droite 
d^homologie. Ces deux droites seront evidemment reciproques Tune a Tautre. 
n se trouvera sur la droite d^bomologie deux points dont chacun est le sommet 
d^nn cöne qui passe par les deux coniques inscrites. Ces deux points peuvent 
ötre nommes Points Shomologie, De möme il passera par la droite de symptone 
deux planS) qui sont les plans des coniques dans lesquelles se coupent les deux 
cönes circonscrits. Ces deux plans peuvent ötres nommes Plans de symptose. 
Les plans de symptose et les points d'homologie ne sont pas seulement des 

*) Voyez le memoire de M. Steiner ^Einige geometrische Betrachtungen" Journal 
t. I p. 161, et un memoire de M. Olixner „Qneielet Correspondance etc." t. V. 

Grelle*! Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 1. 10 
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figures reciproques: les deax plans de symplose passent aossi par les deux 
points d^homologie, cbacun par le point reciproqae de Tautre plan; c'est ä dire: 
les plaos de symptose sont des plans conjugues par rapport ä la surface da 
second ordre, et les points d^homologie sont des points confugueg par rapport 
a cette möme surface. Remarquons ansisi qo*en consid^rant le Systeme formö 
par ies plans des coniques inscrites et les plans tangents a la surface mends 
par la droite de symptose, on trouvera que les plans de symptose sont les 
plans donbles (ou si Ton veut les plans auto^conjugues) de rinvolution. De 
möme, en considerant le Systeme form6 par les sommets des cdnes circonscrits 
et par les points de leur intersection avec la surface de la droite d'homölogie, 
on trouvera que les points d^homologie sont les points doubles (ou aulo^con^ 
ßiguAi) de Tinvolution. Les deux cdnes circonscrits qui ont pour sommeta 
les deux points d'bomologie, peuvent dtre nommes Cdnes dhomologie; de 
mdme, les deux coniques inscrites, situes dans les deux plans de symptose, 
peuvent dtre nommes Coniques de symptose. (En passant, nous remarquerons 
que ces coniques de symptose correspondent aux yyPotenzkreise'*' de H. Steiner.^ 
II est Evident que les cönes d'bomologie et les coniques de symptose sont des 
figures reciproques. 

En considerant Irois coniques inscrites, et les cönes circonscrits cor- 
respondants, on verra que les plans des coniques inscrites se rencontrent dans 
un point que je nommerai Point de symptose. Les sommets des cönes cir- 
conscrits seront sitnees dans un plan que Je nommerai Plan ffhomologie. Ce 
point et le plan seront reciproques Tun a Tautre. En combinant deux ä deux 
les coniques inscrites ou les cönes circonscrits, cela donne lieu a trois droltes 
de symptose qui chacune passe par le point de symptose, et a trois droites 
d^homologie situies cbacune dans le plan d'bomologie. II existe anssi six plans 
de symptose qui se coupent trois a trois dans quatres droites, arötes d^une 
Pyramide quadrilatere, qui a pour axes les trois droites de symptose. Les 
quatre droites dont il s'agit, peuvent £tre nommöes Axes de symptose. II 
existe egalement six points d^bomologie, situös trois ä trois dans quatre droites, 
cöt^s d'un quadrilatere qui a pour axes les trois droites d*bomologie. Les 
quatre droiles dont il s^agit, peuvent dtre nommees Axes d*Aofnoiogie. La 
Pyramide et le quadrilatere sont des figures reciproques, et il convient de 
remarquer (qnoique cela seit asses evident) qu'il y a ici trois points d^bomo«^ 
logie, non-situes dans un des cötös du quadrilatere, mais contenus dans trois 
points de symptose qui se coupent dans une ardte de la pyramide. 
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Par Time quelconqae des axes d'boniologie il passe deux pliDs dont 
cbacan tooche les trois coniques inscrites; de mdme il se trouve sar Tune 
qoeiconqoe des axes de symptose deox poiots, dont ohacon esl un point d'inter- 
aection des trois cönes circoDScrits. Cela conslitae la Solution du probl^me : 
Trouver la conique inscrite, oa le cöne circonscrit qui touche trois coniques ^ 
ioserites on trois cönes circonscrits. II y a huil Solutions de ce probleme. 

Avant draller plus loin^ je vais indiquer quelques nnes des formules 
anatytiques correspondantes a la tbeorie qui vient d*ötre expliquee. 

j^crivons, pour abr^ger: 

V •= ax -\- ßy •\' yz -{- dw , 

et reprösentons par %^ 9^ S? ^^ 9) ®9 $? S^ ^^ ^ l^s coefficients du 
Systeme inverse de A, B, C^ D, F, G, H, L, M, N. Soit de plus 

X^= Ax'\-Hy'\'Gz-\'Lw, 



Cela pose, en prenant U=::0 pour equation de la surface du second 
ordre, et V^ = 0, Fa = 0, F3 == pour les equations des plans des coniques 
inscrites, on obtient pour Tun des plans de symplose des coniques inscrites 
(17=0, Fi==0), (17=0, F, = 0) requation tres simple p^Vi — p^V^ = 0. 
Dela on tire pour les coordonnees du point d'homologie, qui est le reciproque 
de oe plan de symptose, les equations 

XiYiZiW = p%a^—pi<h'.p2ßi—piß2:ihyi—piy2ip2(^i—PiS%' 
En formant egalement les expressions des coordonnees d^un point d'ho- 
mologie des deux autres paires de coniques inscrites, on obtjent pour ^uation 
de Tone des axes d'homologie: 

JC, Y,Z,W = 0; 

Pi^ «n ßi^ Yi'^ ^i 

P%^ «29 ß^'i ^29 ^2 
Pz'i «39 ßl^ ^39 ^3 

savoir, en cboisissant quatre colonnes verticales quelconques de cette formule, 
on trouve .qne les determinants que Ton obtient, sont lous eganx a zero. Nous 
i^outerons que la droite qui, par rapport a la conique (17 = 0, F^sssO), est 
rteiproque de cette axe d^homologie, est donnee par les Equations 

F, ^ 0, Fj : Fj = pipi — Slaio, > : /»,/», — ?l«ia, — etc. 

10 • 
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6. Cajflepß memoire sur tes surfaces du second ordre. 



II est clair que cette droite rencontre la surface du second ordre en deux 
points situes dans les plans des couiques inscrites qui, au moyen de Taxe 
d'homologie dont requation vient dlre donnee, sont determines de maniere a 
toucher les trois coniques inscrites donnees. Mais sans se servir des equations 
de cette droite, on peat determiner Tequation des deux plans menis par 
Taxe d'homologie dont il s'agit, de maniere a toucher la conique inscrite 
(l/ = 0, Fi=:0); et la symetrie du resultat fera voir que ces deux plans 
touchent aussi deux autres coniques inscrites. La recherche de cette equation 
etant un peu difficile, je la donnerai en detail, en supposant cependant connu 
le theoreme suivant: 

En ecrivant v =^ lx-\'fAy'\'yZ'\-(}iv, v' =z l'x-j-fi^y-^v'Z'^ff'w: les 
plans meues par la droile (t; = 0, t;' = 0) de maniere quMls touchent 
la conique inscrite ({7=0, r=0}, sont donnes par requation 

p^ [% {Iv' — X'v)^+ • . .] — [%a{Xv' — X'v) -[- . . .]^ = 0, 

Pour nppliquer ce theoreme au probleme dont il s'agit, nous n^avons qu^a 
subslituer F| au lieu de V, et qu'a ecrire 



V 



üy b, c, d 
X, Y, Z, W 

p,> ««» ß,> r,> ^ 



V 



a', h', e, d! 
X, T, Z, W 

Pi> «-^ Ä> Yi» ^, 



on les coefficients a, b, c, d; a', V, d, d' soDt des quanliies qaelconques. 

Reduisons d'abord Pexpression $1 «^ (kv' — X'v) -f- * * ■ Pour cela, roettons 
dans les valeurs de v, v', les expressions 91«, -j-*"« ^'*i-\''"i ^^^- ^ 1» 
place de x, y, ...: les quauiites X, Y, Z, W deviennent alors Kix^^ ^^,) 
Ky^^ Kd^ (oü comme ä Tordinaire K est le determinant forme par les quan- 
Utes A, B, . . .)> ^ l'on obtient ainsi,- aux signes pres: 



%a//L-\- ... = Kp^ 



a, h, c, d 

«.> Ä> Y» ^, 



a«,r-f 



^p. 



u', b\ c', d' 
«1^ ß» Y» ^, 



et deiä 



O = 



a, b, c, d 

'^,'ß,'Y,>^, 



a«,(;Lv'— ä'v)+...=jk^,g, oü 
a', b', e, d' - d, V, e, d' 
X, Y, z, w a,,ß„r^,^, 

P» «.^ ß,> Yi> ^, 



a, b,- c, d 
X, Y, Z, W 

P,, a„ ß,, Yi> ^, 



6. Caißley, memoire aur lea surfacet du teoond ordre. 
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formule qui au rooyen des proprielös des d^terminants se redait ä 



D 



X, Y, Z, W 

«.> ß,> r,> ^i 



a, b, c, d 
fl', *', c', ä' 

p,> «.' ßi> r,> <^. 



Fassons a l'expression %(lv' — i^'vf-\- '••', qne nons mettroos sous I« forme 

■^{A[% {Iv' - l'v) -f . . .f -{- . . .}. 

En prenant des quanUtes quelconques a, h, c, i>, on oblient par une analyse 
semblable: 

%aßv' — l'v)-\- ... = ÄD, oü 



a = 



a, b, c, d 



I 



«', //, c', d' 
X, Y, Z, W 

P,> «.* ß,' Y,> ^, 



a, h, c, b 
a\ b\ c', d' 

P„*^.>ß,»Y,>^, 



a, b, c, d 

X, r, z, w 

P,>«,>ß,>Y,>^, 



formole qoi se r^dail ä 

Ö = 



a> B4 c, t 
X, Y, Z, W 

P,> «i» ß,> Y,> ^, 



a, bf c, d 
d, V, d, d' 

P,> «.. ß„ 7» ^' 



Delä, en snpprimant les facteurs constants de D et de D, et en ecrivant poar 
abreger, on obtient 



af-f-^+fS-f*'**'' 



a, B, c, X) 
X, F, Z, ff 

P,> «i' ß,> Y,> ^. 



expression qai sert ä d^finir les fonctions |, tj, ^, m. L^eqiiation quMI s'agissait 
de troQver devient 



j|»4 ... _K 



X, Y, Z, W 

«<> ß,> r,> ^, 



0, 



oü il faat avoir egard qne Ton a X= As -[-■"« etc. Savoir, l'equaiion qu'oo 
vient d'öerire se decompose necessaireinenl en facteurs iineaires qui, egales ä 
Eero, donnent les equations des plans des coniques inscrites qui cbacune toucbent 
les trois coniques inscrites donnees. 
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<?. Cayley, memoire sur les iurfoee^ du seconJ ordre. 



Nous avons obtenu ce resultat en trtduigant en analyse uoe coostraclion 
g^ometriqae ; mais on y peiit aiissi parvenir en considörant le probleme d^une 
maniöre pureinen t analytiqae. En effet: soient comme plos haut, U^=^0 röquation 
de la surface du second ordre, Fi = 0, ¥^ = 0^ V^=:0 les ^quations des 
plans des trois coniques inscrites donnees, V=0 r^quation du plan de la 
conique inscrite qui toucbe chacune de ces trois coniques. La condition pour 
que cette conique toucbe la conique inscrila situee dans le plan Fi = 0, est 
Slaax -f - • • == pp^ . On a donc les trois öquations 

9laa| -]-••• = pp^ , 

3laa2 -}-••• = PP2 , 
Slao,-}- • •• =z pp^. 

Au lieu de tirer de ces equalions les quanlitesa:/?:;^: J^ nous ajouterons 
au Systeme la nouvelle 6quation 

aa?-[- . . . = 0, 

par laquelle il sera possible d'eliroiner les quatre quanlitös cl, ß, y, d. En 
attribuant a X^ . • . la möme signification qu^auparavant, nous mettrons les 
quatre öquations sous la forme 

(21«-] ) oj + 

(»«-] )aj + 



• • • 



• • 



• • • 



ppii 

0. 



äcrivons d« plus 



(5lo-f --Oa-f- 



• • 



pO 



oü les quantitös a, h, c, t sont arbitraires. En eliminant de ces equatlons les 
fonclions (Sla^- -«O^ P^is ^n roettant a la place de pd la quantite a gaucbe 
de r^quation, on obtient, a un facteur constanl pres: 



(aa-| )a + 



• • 



a, b, c, > 
X, Y, Z, W 

p,> ^,> ß,> r» ^i 



Cela donne d'abord 



21««,+ 



• • 



«/* ß,' r,' ^, 



6. Cajflejf, mimmr« *wr /e« »«rfuett du te&md orär». 



Pate, en 6crivant ;>' = 9(a*-[- 



oi 
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Ä? 4" . • , = 



a, h, c, t> 
X, F, Z, IT 



et dela enfin, en substiluant dans requation, 3(aa|-f 
corome plos baut, requation 



pp^^ on obtient 



Jf«+ X 



X F, Z, FF ' 

«i> ß^> r*^ ^s 



0. 



II est clair que ceite anaiyse peul ^Ire appliquee a la Solution d'un 
nombre quelconque d'equaiions de la forme %aa^-\' '•'=pp^. 

En revenant a la theorie geometrique^ considerons un point quelconque 
que nous prendrons pour point de projection: le cöne qui passe par une 
conique inscrite quelconque, aura, comme on sait, un contact double avec le 
cöne qui a pour sommet le point de projection. 

Le plan de contact sera le plan roene par le point de projection et 
par la droite dMntersection du plan de la conique inscriie et du plan reciproque 
ao point de projection. En considerant plusieurs coniques inscrites ayant une 
droite de symptose conftnune, tous les cönes auxquels donnent Heu ces coniques 
inscrites, auront pour erstes communes les deux droites menees par le point 
de projection aux points dans lesquels la surface est rencontree par la droite 
de symptose commune. Ajoulons que les plans de contact des cAnes dont il 
s^agit, avec le cdne circonscrit, rencontrenl le plan des deux arötes communes 
dans une droite fixe, savoir dans Tune ou Tautre des droites doubles (ou 
auto-conjugnees) de Tinvolution, formee par les deux erstes communes et par 
les droites dans lesquelles le plan de ces deux ardtes communes renconlre le 
cöne circonscrit. De plus, en considerant les plans tnngents, menes par Tune 
ou par Tautre des deux arötes communes, ces plans laugents forment un 
Systeme homologue a celui des plans des coniques inscrites. En considerant 
en particulier Tune ou Tautre des coniques de symptose de deux coniques 
inscrites quelconques: le plan langent du cöne correspondanl est le plan doublo 



60 0* ^«^y'^^j memoire eur Ics surfacee du secand ordre. 

(ou aato-conjugu6) de riovolution formee par les plans tangents des cönea 
qui correspoodent anx deux coniques inscrites (c^est a dire par les plans 
tangents qui passent par l^röte commune dont il s'agit), et par les plans tan- 
gents de la surface du second ordre menes par cette möme aröte commune. 
C'est la en effet la proprietö qui conduit a ia construclion des coniques de 
symptose de deux coniques situees dans le mdme plan et considerees comme 

inscrites dans Une COnique donnee. (Ce memoire sera continue.) 

Londres, 20 Aoüt 1849. 
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7. 
Note sur la Solution de P^quation x^^^ — i = o. 

(Par M. A. Cayley ä Londres.) 



SSoit Pm I& ^*^"'*' pnissance d'une racine quelconque (Punite exceptee) 
de Pequation or^^^— 1 = 0, et representons par a une racine quelconque (Punite 
exceptee) de Pequation a^^ — 1 = 0. En posant Pequation 

on sait, que la quantite M peut ötre exprimee en fonction rationnelle de a. 
Cette fonction une fois connue, donnera lout de suite la valeur de l'expression 
(|ij,-| «/?!-}- "^2 — V^^^P'i^^^ ®" fonction rationnelle de «, et cela suffil pour 
resoudre Pequation dont il s'agit 

Une Solution du probleme a ete donnee depuis longtemps par M. Richelot 
qui commence par supposer que a seit une racine primitive de Pequation 
^128 — 1=0. Cette Solution est comprise, comme cas' particulier, dans celle 
que je vals donner. La question est d'ailleurs interessante, a cause de son 
Tapport avec la theorie des nombres. En effet, quoiqu'en tant que je sache, 
Pon n'a pas encore trouve la regle pour former a priori la valeur de M, il 
est clair que les recherches de MM. Jacobi et Kummer doivent conduire ä 
cette regle. Le r^sultat ici bas pourra servir pour la verifier. 

Voici la valeur que j'obtiens pour la fonction M: 
M = —2 -|-2a —2a* -f 2a* +2«' +2a^ —2a*" — 2aH —2a'^ +2a^^ -f 2a'^ 
+2a^* —2a« — 2a^ 4.2c?^^^ — 2a*^ +2«^^ —2a" — 2a'^ 4-2a" — 2a^ -f2a** 
J^2a*' — 2a^ +2a^ —2a*' -[-2(5t" 4-2a" —2a** —2a«' 4-2a*** — 2a^ -j-2a«^ 
—2a«*' 4-2a^ —2a»' ^2a'^ —2a" —2a'* 4-2a"* — 2a"^ -\- 2a"^ —2a*' — 2a'^ 
—2a«* — 2a«^ 4-2a» — 2a^ — 2a^ — 2a*^42«'' — 2«'^— 2a^*'*^— 2a''*'+2a*'^ 
+2a"*4-2a"^— 2a"*4-2a"*+2a"'+2a"^— 2a"M-2a*''— 2a"*42a*^'— 2a 
+2a*^— 2a'^'— 2a>"+2a"*— 2a»^-f2a^*'+2a^**-f2a**'+2a^^^ 

_2a^«^— a*^+2a'^*+2a**^— 2a^2a'«— 2a*«^4-2a"*-^2a*'42«*'— 2« 

.|2a«»— 2a^-2a*«42«'''— 2«'*— 2a*^-]-2a*-»— 2a*^— 2a»^-2a**— 2a^' 

— 2a^*'4.2a^*^— 2a^'*4-2a^**— 2«'*^-f2a'*'— 2a^^'-{-2a^-* i-2«'^^+2a"*— 2a 
+2a^'— 2a«**-{ - 2a^4 2a^^-2a-"+ 2a''*-2a^^-j- 2a^^'— 2a''4 2a^^»— 2a^*^ 
+2a'*^— 2V**-2a-*^-i-2a^*'— 2a^*^4-2a^*^— 2a-*^— 2a"*.' 

Crelle'i Joarnal f. d. M. Bd. .YLI. Heft 1. 11 
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82 7. Cayleiff note aur P4quaiion x*" — 1 =0. 

RepresenloDS par M' ce qoe devient M, en sapposant a'^-{-l = 0, 
nous obtiendrons 

jW = 2a' —2«* -f 2o' f2«« -f2a» —2«" —2«" —2«» —2«" —3«" +2«" 
+2«*^ —20*' -f- ß^' -2«** —2«» —2c" +20« -f 2o" —20" —2«*" -l-2a*' 
—2«» -f 2o* — 2««' —2««' -|-2o''' -j-2o« —20» 4-2«* ■j-2a"' -2«" —2a" 
— 2«'* -(-2«'* —2«''* -f 2a" -f 2a™ -2a«" —2a'« — 2a« — 2o" -j-2a» —2a«' 
—2a»* —2a»' — 2a''^ -f2a«' —2a" — 2a'"*— 2a«*— 2o""4-2a»"'-j-3a"'+2a»» 
— 2a"*-|-2a' "'4-2a'"4-2a"'*+2a'''"— 2a«»— 2a'"-f- 2a'^-j-2o»'«-}-2a"'. 

Soient M , itf/ ce que devient M en supposaot saccessivement 
a"* — 1 = 0, a"-|l = 0, et soient ilfj, Mi ce que deviennent M ou ilfi 
en supposant successivemenl a^ — 1=0, et^' -|- 1 =: 0, et ainsi de suite, jus- 
qn'ä ilf;, fUi qui seront ce que deviennent M ou Mi etc. en sapposant 
successivement a' — 1=0, a-{-l=0, nous aurons: 

iW, =-4 -f-4o ~2a* — 2o* +2a» —2a« -f4o^ +2a» — 4a"' -f 2a" —2a" 
—2a"; 1 2a" -f 2a« +20" -f^«" i 4a» —4a«' —4a» -|-2a» —2a* — o^' 
-f 4o»^ —2a" -i-2a** —ic^ -f4a" —4a*» -|-2a*^ -f 2a** -j-2a*^ —2a*» -{-4o«' 
—2a»" -f-2o" -f 4a" — 4a" -j-2a» —2a" 4-20" —2a*' -f4a" —2a«' —4a« 
4-2«" —2a«' -f4a«' —4a* -|-2a«' —2a'" -f2a" —2a" —2a'* -f 2a'» —2a'«' 
—2ci" -f 2a'« — 2o*' —2«*« — 4o'» -f 2a» —4a«' -J-2o«' — 2o» -j-4a«' —4a«' 
-f 2o™ —20"* -f 2a« -f 20" —2a'* 4- 2a'* — 4a'«'-j-4o""— 2a"'*-i-2a»'*— 4a"* 
.j_2a'"'— 4a"*'+4a"«— 2a""-{-4a'M— 2a'«+2a»"— 2a"*-f4a"»-2a*«'4-2a"' 
■2a"«-|-4a""— 2a""-f-2a«"— 2a'"-j-2a"'-Ua"*— 2a'»4-2a 



M[ = 2o —4a' -f 2a* -}-2a' -f 2o» -f-2a' — 20»"- 2a"-|-2a"+2a»— 2a«+2a" 
^-2a«'-|-2a«'4-4a'"4-4a''-f2o'»-|-2a'*— 4a'«»— 2a»'— a»-f2a"— 4o»4-2a*" 
— 2a*'-j-4a*'-|4a**— 2a*»-f-2a*«— 2a*'-[-2a*'— 2o"-[-2a»'-f2a"— 2a»*— 2a»* 
+2a»«— 2a»'-f 2a«"-i 40«— 2o®. 



iW, = — 8 -f 6a —4a' -[4a* —6a* 44a» —4a* -f 6a' —2a'' 420» — ea'^-f 2o" 
— 2a"-f2a'*— 2a'*-|-2a'»— 4a'42a"— 2a»-i-2a"— 4a*'-{-4o"— 4«"46o'» 
— 2a'48a'=— 4a'«— 8a'«+4a'»— 4a*4 2a"— a»-f 60»— 4a"-f 4a»-l8a* 
-f-8a"-4a*— 2a*"-l-2a*'— 4a*'-f4o*»— 4a**46a*»— 2a*«-|-6a*'— 4a*«-i6a 
ißW-f. 6a»»— 2a»'-|- 6a»»— 6a»*-f 6a»»— 2««'-i-2«»'— 4a»«-(-4o««'-6a"'44a 
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— 4a"'-f2a«». 



m = —7 -f 2a* —4a» -f 6a' — 20'"— 2a"4-2a"— 4a»— 2a'*— 4a"— 4a"-|-2a"' 
-4a''— 2a'"-2a"-|-2o''-j-6a'»— 4a"--2o'«. 



7. Cayley, note sur PequaiioH .«'"— i = 0. 83 

iW, = — 9 -|-12a — 8«'-f 8«*— 14a* -f 12«*— 8«« -i- 6«'— 4«x* 
+4«»— lOa^^-fe«"— 6«" 4- 8«"— 6«" 1-8«'*— 8«'«-| 8«'' 
— 6«"'-f 8o"»— 6«''H 10a"— lOa^'-f 12a"— 4«'*-i- 10«'*— 8«'» 
4-4«''— 14«'«4-8o»— 8«"-]- 4«". 

SS'i = —1 -f 4o - 2a' -8«* -j-2«* +2«" —6a' —Sa" —6a- —2a'" 
-|-2«"-|-8a"-l-2a'*-f-4o'». 

ilf^ = -1 7 -f 20o -14o» -|-16a^ —20«* -|-22«» -18o« -f 18«' -8«« 
+ 14«»- 18a«'-f-10«"— 20«"+ 16«»— 1 4«'*-f 1 2«'*. 

M't = — 9-}.6a-f4o'-[ 6«»-f-6«»— 4«*-f6a', 

Mi = — 25-f34o— 320*4-26«*— 40«*-|38«*— 32a''+30a'. 

Ml = 15— 4«— 4«'. 

in, == — 654 72c— 64«'+56«^ ^ = —14-16«. 

iH, = -1294-128«. Mi = —257. 

Ces differeotes expressions etant trouvees, supposous que a soit une 
radne primitive, et representons par F", Fi, F\, . . . F-, ce que deviennent M', 
M[, M'z, . . . itf 7 en substiluant «, «', «*> ... «"* au Heu de « iF= M', 
Ft= — 257), Dous auroDS 

(/»„4-«/.,4-«>» .. 4-«'>«)''" = -F"*.Fr.Ff.F,'«.F«.i';*.*7.JPl. 
Cette requation constitue la Solution dont il s'agit. 

Ajontons eucore les formules beaucoup plus simples qui correspoodent 
ä Tequation d?"— 1 = 0. En supposant «'" — 1 = 0, nous aurons 

M = — 2 - «* 4- 2«* + 2«' — 2«'* 4- 2«» — 2«"' -|- 2«» - 2«". 

M' => ~ 2« 4- 2«* - «* - i- 2«» 4- 2«\ 

Ml = —44-2« — 2«' — «* 4- 4«* — 2«* 4 2«'. 

Ml = -3 — 2a — 2«». 

.«j = — 5 4- 6« - 4«' -|- 2«'. iWJ = — 1 4- 4«. 

M, = — 9-f-8«. Mi = —17; 

et dela, en sapposant qae « soit une racine primitive: 

= (- 2« 4- 2a' - «•4- 2«* 4- 2«7. (- 3 — 2«' - 2««)*. (-1 + 4o7. 17. 
Pour X* — 1 =r on obtient sans peine 

(p, 4- api f «>, 4- «y )♦ =. (_ 2 - «' 4- 2«'/. 5, 

oä « est nne racine primitive de requation a* — 1=0, savoir a = ±i. 
Londres 3 Septenibre 1849. 

11* 
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8. 

Note relative ä la sixi^me section da „ Memoire 
sur quelques theor^mes de la gdom^trie de position/^ 

Tome 38 page 98. 

(Par M. J. Caijley ä Londres.) 



Hin remarquant qae les trois droites sur lesquelles sont situees les 
neuf points de la table generale (D) se rencontrent dans un möme point, la 
demonstraüon que j'ai donnee de Texistence des droites Xy fait voir qiie la 
droite {hcd} passe par le point d'iniersection des droites ae.ef, ^f^f^j savoir 
par le point afe, ou bien qae chacune des vingt droites X passe non seule- 
ment par trois points h^ mais aussi par an seol point g. Ce theoreme est du 
a H. Salmon qai, independamment de mes recherches^ a trouvö Texistence 
des vingt droites X. 

8 aodt 1849. 
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9. 

Note sur quelques formules qui se rapportent 
h la multiplieation des fonetions elliptiques. 

(SuitA de la note tome 39 page 16.) 

( Par M. A, Cayle*/ ä Londres.) 



JCin revenant sur requation 

{-/X-m.t/ + (/-m)^}P;,^ 

4.^(^a-f2/-2m+2)(^+2/-2m + l)P;,^., 
~16/m{X.a-(2/+2m-4)a+/.)}P,.,,_, = 0, 

dans laqoeile ^0,0=^9 I^s expressions qne j'ai donnees ponr P;^09 Pi^i 
peavent 61re ecrites comme suit: 

eqaalions qui peavent ötre represenlees par 

P/,ii = Ö/,(M 

P/,i = QiA-\'^i^Mj:^'i 

ce qui conduisent a la forme 

P|,2 = (?/,2 + Ä/,2;i^:p^4-^/,2;a (A-f.^)« ' 

00 les coefficients R ne contiennent que lo seule quantite l, et ou Qi^2 est 
ane fonctiön integrale du /'^""^ ordre par rapport a l, et du second ordre par 
rapport ä fi. 

Cela donne 

4-2C«+2/-2X«-f 2/-3) JO,,. -f ÄM;tj^j 
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C6 qni se reduit a 

+ /(i-2/4-6)(i-2/-f5)ift.,.-hll,_i.vi^-fÄ/-M-..-(X^) 
4.2(At+2/-2)(|U-| 2/-3) (?,,!+ 2(/*-A-|-4/-5)A/tÄ,,... 

4-2(^-2/4-2)(Ä-2/+3)ll,,.;,-^^ 

-32/{A/*-2/(H.«)}(?/-M-32/i.«('.~2/)«,_,.,.,-f32/i*il,_,....j^ = 0. 

En ne fesant attention d'abord qa'aux termes qni contiennent des pais- 
sances negatives de 3i-\-/*, neos obtenons 

_(j_2)(A-/+2)Ä,,,,, + /(A-2/+6)(i-2/+5)Ä,_i,,,, = 
et 

_(/-2)(A-/-f2)ll,,,,.-|-/(i-2/+6)(A-2/+5)Ä,.,.,,. 

+ 2(X-2/+2)(A-2/+3)Ä,,,,, + 32/rÄ,_M„ + 2i'il,,,., = 0. 

La premiere eqaation, en calculant la constante arbitraire au nioyen de 
jR, 2^2 = 200, donne 

Ä,,., = 100/(/"-l)i[^ - /+ 1]'-'. 

L'expression de IS«,3,a = 200 se trouve par celle de P,,, qui peul ötre ecrite 
sous la forme 

P,, r= i(A— 3)^.>— 3)-f-152;i^ + 336-40Ä> + (40X* — 1156)-r^ 

En substituant la valeur de Ri^^i. et celles de 

dans la seconde equation, on obtient 

._(/_2)(i-/4-2)ll^,,i+/(i~2/+6)(i-2/-L5)Ä,_.,,., 

-20Ä(Ä — 2H3)[A-/]'-' — 120/(/— l)i'[i~/-fl]'-» = 0, 
c^est ä dire 
-(^~2)(A-/-f2)ll,,,,j+/(i-2H6)(Ä-2/+5)Ä,_,,,„ 
-20a[^-/]'-*{6(/~l)A'(i-/+l)-|-CX-21+4)(Ä-2/+3)'(Z-2/f2)}. 
Mettons 
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Cela donne 

ce qoi devienU quelques reduclions faites: 

_ 20(/— 2H/— 3) j 20(/— 2)«— 4) 
X—l^i '" A— /+2 

et delä on lire 

V r qm/J 20(H:l)(i+2) 20(i- 2)(/-3 ) 

Or Äjj . , = 2 V'j =-^ 40A' -1156; donc W^ = 201' — 578, et deJä C = 62 — 60A ; 
donc cofin, en reslituant Ja valeur de ^{,2,1: 

Ä,,, = /(/-l)^;.-/+j]-|62-340/-.60A-l.?2(^+i^ 

Fassons ü Texpression de Qi^. Elle doiiue 

{-tt-2»r('-2r}(>,.,+ /(A-2/4-6)(;i-2/X5)ft_i., 
-l.2(,«-f2/-2)(.«-l-2/-3)ÖA,-32/{iu-2/(A-f.tt)} (?,_,,, 

-[-2(ju-A + 4/-5)A«Äu., 
- 2i.«Ä,^ . , - 21'fiR,. . , - 32/i« (>. - 2/ ) K;_,,, , x = 0. 
La dorniere ligne se r^duit ä 

-2/(/-l),ü^[X-/+l]'-|62-20/-120A-?^^^^^ 

Donc on a 

{IX i- 2,tt - (/- 2/} Q,,, - /(Ä - 2/ -f 6) (;i - 2/+ 5) (?,.,,, 

= 2(.«-| 2/ -2X> f 2f-3) \^ü[X-l-\ l'-'-f /X[A-/]'-»(l8^16 -I- '^(^-^^^^^-^) )} 

^32/(X.»--2/(H»)}{»A[A~f]>-^+(/-1M[A-/+l]^-^(l8/-34-t ^^{iyO i 
— 20l[4/-54 /t— Ä) r/i[i— /]'-' 

-2/C/-l)Ä?MX-/4-ir J62-20/-120H 20(H^)at a)_ 20(A-l^KA-2) j ^ 
dquaiion qui peut dtre represenlee par 

ou ies valeurs de iX^ B, (C^ P sont dooiiees par les formules 
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^=2A[X-/-l]'-', 

p = 2{4l-b)X[X—t-i]'-'-\-2U[X-t]'-''(i8t-i6-\- ^^^-^Hl-J) ^ 

C= 2(2^-2)(2/-3)A[A— /-!]'-' 

-32/(/-l )(X-2/) X [;i-/-f 1 ]'-» J18/-34-I- l^^=Äl!) j 
— 20/(4/— 5— A);t' [A— /]'-- 

-2/(/-i)r[x-/4-ir i62-2o/-i20H ^Q^^+^y+gj - m-m-2ix 

' » »—"1 A — '"f"l * 

P = 2(2/-2)(2/-3)/XrA-/l'-' I18/-I6+ iitllK^j 
+ 64/^(/-l)r[i-/+l]'-'{l8/-34+^^^=^-=^}. 
Sans m^arrdter a reduire ces ^xpressions aux formes les plus simples, 



j'ecris 



Q12 = ,a(^-3)i[^-/-lJ^»4-/t/,4- J,. 

En substitaant celle valeur de 0/^2, les termes qui contiennent ^^ se detruisent, 
et la comparaison des autres lermes donne 

2/|- 6i[X-/-l]'-H {'^- {l-2y}X[k-l-iy-' 

- /(A-2/+ 6) (^-2/ f 5) {-3;i[A-/]^' + /,_,}-« == 0, 
|tt_(/_2)^}J^-/(i_2/-|-6)(i-.2/-[-5)Jj.i--P = 0- 

Les valeurs de Ij et J/ peuvent ötre tirees sans Integration de la pre- 
miere et de la seconde de ces equalions. La valeur ainsi trouv^e de Jj satis- 
fera ä la troisieine equation (ce qui cependant doit ötre verifie a posteriori). 
II m'a paru plus simple de tirer la fonclion Ij de la premiere equation, et celle 
de J/ en int^grant la iroisieme equation; alors ce sera la seconde equation qu'il 
y a ä verifier. En effet on obtient 
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L'eqaatioB qai sert ä d^terminer Ji devient, eii sabstitnant la valear de P: 

(ft _ (/-2}'} J, - /(;i-2/-|- 6)(*--2/+ 5) J,_i 

X» 4/(/-l)(2/-3);i[;t~<]'-- J18/-16+ ^^^~j^*^i~^^ \ 

En ecrivant 

on troave 

{tt-(/-2)'}F,-(;-2)a-/+2)F,_, 

= 8(2/-3)<^-^^+j);j|.7^^±i>{(9/-8) + <'-y)[ 

4- 128/A J9/- fJ + ^^^^j^ri^) • 



£d fesant 



>'» = ^i+r=7iT + 7rr ^' 



/-fl ' (A_/+1)(A_/) V 

cetle eqaation se reduit ä 

= 8(2/-3)(9/-8){(A~3H-6)4-^^:^^|fc^j 

-f 128^(9/- 17} + 128- ^^^~*.^^j^yff ~^\ 

et cela donne lout de snile la vdeur de Bi^ et apres quelques r^dnclions celle 
de Ai. On oblient ainsi 

Ai = 2(/— 2)(/— 3)(36/+7), 

B, = 2(/-2)(/-3)(/-4)(2/— 3). 

En snbstitaant ces vaieurs, on a, toute reducüon faite: 

|tt _ (/_ 2f] Ml - (/— 2)(A - /+ 2) ilft-i 
= 8;i(l62r-315/4 24) — 24(/— 2f(27/-26), 

c*est i dire 

IMt - {1-2) Mi^, = 1 296 r— 2520/ + 192 , 
Mi — Mu.1 = 648/- 624, 
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ou enfid 

ilf,.i»= 324r-.948f+192: 

Yalenra qal (comne cel« doit dtre) 19 ehangent Tan« dmi Pautre en entre- 
cbangeant lea quantitii U I — 1. 

Delä on a ponr la valeur de Jj: 
J, = f«-l)X[X-<4-l]'*» J824<'-300l-5284- »tf-'»)(j|~3)(36/f T) 

, ^(2/-^)(^-,2)(/-3)(>~4)l 

Taleur qn'on tronverait aiuai par rautra prooddi indiqni ei-dessaa. Or noas avons 

donc enfin, en rionisaant lea valeora des difförentea partiea de P^j od obtient 
Pl2 = A*(A*-3)X[X~/-1]'-» 

-j-/*/X[X->]'-'{36f-f-4-20X-f ^^li!{~'^ | 

+ i(/-l)XtX-^+l]'-» J324f -^300<~528+ ^^'"'f ~f?^ ^^ 

, 2(2^8)(/-2)(/-3)(f-4) ) 

4- |(y^l)X[X-y4.1]^{62-340/-60X-f.^<^|^{H»> » H^^J=?i) . j^ 

+ 100/(/-l)X[X-/+l]'-»..p^, 

Ration qoi fait solle aox ^ations 

P^ = ^uXtX-/-!]»-» 

-10ft[X-/]^.^, 



Je vais essayer maintenant a cbercber d^une maniere plus systdtnatique 
ics teroies de Pi^^ qoi ne contiennent pas la quantile fi, oa bien de cbercber 
ia solalion de reqoation 
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-f /(i - 2/+ 3w + 2)(i -2(4- 2»! + 1) P,..,,„ 

+ 2m(/-i» + l)(2/-2«i-f-l)''i.-.-. 
+ 32/m(/-f-m-2)P,_,,„_, = 0. 

En sapposani que 

(oQ la sommälion se rapporte i p, nombre qui doit ölre etenda depuii p=^0 
Jiisqa*Ä /» = m) , on obtiendra saas peine 

+82fc.(»+«-2)lXp^^=iäjy = 0; 

oä jr a'itend senlement jasqu^a m — 1 dana la troisieme et dans la quatriema Ugna« 
Poar reddre la premiere ligne, j^ecris 

ce qoi röduil le terme göneral a 

eipression qui, en ecrivant r-f 1 au liea de p dans le premier terme, et r 
dans le aecond terme, peut ötre remplacee par 

La aeconde ligne donne tout de suite le terme general 

Poar redaire la troisiime ligne, Je mets, 

ce qnl ridnil le terme g^nöral k 

2«(2(-2m+l)pp4s^f^ -4m(2/-2m+l) ^^"rr^+^If^-^" 
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expression qui (en ecrivant r -[- 1 au lieu de p dans le premier terme , r dans 
le secbnd terme et r — 1 dans le troisieme terme) pent ötre remplacee par 

I 2m(2l—2m+i)[l—tn—r-{'iVJi,m-i,r-i 
Poor reduire la qualrieme ligoe^ je mets 

ce qui reduit le terme general ä 

32/m(/+m-2) t.J;';;!^ +32fa»(/+m-2) ^^""^j?;^^!::^,];-"' : 

expression qui (en ecrivant r-f-1 au lieu de p dans le premier et r dans 
le second terme) peut ötre remplacee par 

(j.) 32fa(/-f »,-2) ^^t^-^y-'r^v +3'g^*»(H'»-2) ^YA-t+m-y' "- 

Donc en reunissant les expressions (a. , ß. , /. , ^.) et en fesant atten« 
tioti que le coefficient da terme qui contient [X — l-^-m — 1]'' au denominateur, 
doit se reduire ä zero, on obient, en arrangeanl encore les termes d'mie ma- 
niere convenable: 

2m(2l-2m + l)^/,.-v+i + 32/iiiCJ+iii-2) J^^i,,.i,,^i 
-/A-,^4i+('-^)-4|-i,m,r+i-4w(2/-2r#i + l)(/-m-r + l)J,,_^ 

+ 32/f/i (/ + m - 2)(/+ m - r) J,^,,„«^, 

oü r s'etend depuis r = jusqu*ä r^=sm, en rdduisant a zero les temres 
pour lesqucis le troisieme suffixe est n^atif ou plus grand que le second 
Suffixe. Par exemple dans le cas de r=^m, on obtient requation tres simple 

(2/-r/i)^z,m,m = 2(2/-2m + l)(/-2m + l)(/-2m)il,,,.,,_, 
qui (sous !a condition ^/o^o==0 <ionnd Sans peine la valeur generale de 
-4/,m,m, savoir: 

A«.,m = [2/-iii-ir[/^m-ir: 
valeur qui peut dtre pr^sentee sous d'antres formes en considerant k part les 
deux cas de m pair et de m impair. En supposant «» ?= 1, jvi = 2^ on ohtient 
Am = 8(/-1)(/-2), il^,,a = 2C2/-3)(/-2)C/~3)(/-4): yalears qui 
servent a verifier des resultals deja trouves. 
Londres, 21 Mars 1830« 
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10. 

Entwicklung der Modular-Integrale oder der eUipti- 

schen Transcendenten aller Arten nach Potenzen 

des Moduls, nach Functionen der Amplitude und 

nach neuen Functionen des Parameters; sammt 

einer Theorie dieser neuen Functionen. 

(Von Herrn Dr. Chr. iiudermann, ord. Prof. der Mathematik an der Universität zu Münster.) 



Vorbemerkung. 

W ird die Theorie der Moduiar-Functionen und der itfodular-Integrale 
in der Geometrie oder in der. Mechanik angewandt, und werden, wie es 
nicht selten ist, die unbekannten Gröfsen durch Modular-Integrale ausgedröckt, 
so sind, aufser dem Modul der Functionen, auch die Amplituden des Arguments 
und des Parameters, sammt den Amplituden Ihrer Complem'ente bekannt, oder 
können aus andern gegebenen Gröfsen leicht berechnet werden. Nicht selten 
sind diese Amplituden sogar Winkel, welche durch die Construction nachge- 
wiesen werden können. Daher stellt sich dann die unabweisbare Aufgabe 
dar, die gefundenen Integrale aus den genarinten Moduln und Amplituden unmit- 
telbar zu berechnen. Im vierten, achten und zwölften Abschnitte meiner Theorie 
der Moduiar-Functionen und der Modular- Integrale ist allerdings schon ein 
zweifaches, oder wenn man will, sogar ein vierfaches Verfahren der Be- 
rechnung aller Modular-Integrale aus dem Modul und den Amplituden ausein- 
andergesetzt, wobei aufser den logarithmischen Tafeln auch die Tafeln der 
cyklischen und hyperbolischen Potential -Functionen zur Anwendung kommen; 
aber bei diesem Verfahren werden die Integrale nicht unmittelbar durch die 
gegebenen Gröfsen ausgedrückt. Im zehnten und achtzehnten Abschnitte des 
genannten Werks sind daher Reihen entwickelt worden, welche dazu dienen, 
die gesuchten Integrale unmittelbar aus den gegebenen Gröfsen zu berechnen. 
Ein weiteres Nachdenken tlber die im achtzehnten Abschnitte gefundenen 
Resultate ist von dem glflcklichsten Erfolge gewesen. Die Modular-Inte- 
grale zweiter Art (die von Andern sogenannten elliptischen Integrale oder 
Transcendenten dritter Art) sind ausgedrflckt worden durch die bekannten 
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Functionen /.\amf/;, A^(ami/), ^^(amu), ... der Amplitude des Arguments 

r r 

und durch zwei neue Functionen 0^ und ^^ einer mit der Amplitude des 
Parameters in sehr einfachem Zusammenhange stehenden Zahl p von alge- 
braischer Natur, die aber unter einander selbst so zusammenhangen, dafs man 
aus dem Werthe der einen Function von p sehr leicht auch den Werth der 
zugehörigen andern Function desselben p herleiten kann. 

Es ist nun die Aufgabe des Staates oder seiner für Unterricht 
und Wissenschaft thätigen Behörden. und Institute, Tafeln für die ge^ 
nannten drei Arten von Functionen berechnen zu lassen, welche den 
wissenschaftlichen Forderungen Genüge leisten. 

Sind solche Tafeln vorhanden, so ist die Aufgabe der Berechnung aller 
Arten von Nodular -Integralen auf die vollständigste Weise gelöset, und es 
geht dann eine solche Berechnung jeder Zeit auf die leichteste Art von Statten.' 
Erst dann hört die durch die glänzenden Entdeckungen der Analytiker dieses 
und des vorigen Jahrhunderts geschaffene Theorie der Modular- Functionen, 
welche noch fortwährend der Gegenstand des eifrigsten Studiums ist und auch 
noch lange sein wird, auf, eine blofse Theorie zu sein; sie wird dann erst 
ihre reellen Anwendungen auf fast alle Zweige der reinen und angewandten 
Mathematik dem Gebrauche des Lebens flbergeben und seine gesteigerten Be-» 
dflrfnisse damit befriedigen können. Erst dann ist es möglich, die zahlreichen 
wissenschaftlichen Resultate niiit geböhrender Einfachheit in Zahlen -Resultate 
sofort umzusetzen. Nicht gering ist allerdings der geforderte und unumgängliche 
Aufwand fQr die Bdrechnnng der Tafeln der drei Arten von Functionen ^""{ip)^ 

r r ' • . 

0J, und ^p, aber er ist gar nicht in Anschlag zu bringen gegen den Nutzen, 
welcher dadurch gestiftet wird. 

Mflnster, den 29ten August 1850. 

Der Verfasser. 
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Hrster Abschnitt. 

r r 

Von den Functionen Op and 0p des Parameters. 

§. 1. 

r 

Die Function &p Tür ein positives p. 

Da von den Functionen l^{(p\ ^^{(p\ ^'^{(ps - • • der Amplitude 9==amti 
bereits im zehnten Abschnitte der Theorie der Modular -Functionen und der 
Modular* Integrale gehandelt worden ist, so schicken wir sogleich eine kurze 

r r 

Theorie der Functionen 0p und 4>p des Parameters voraus; und zwar be- 
trachten wir zuerst die Function 

fi^ (^ 2r-hl 1 , (2r+l)(2r4-3) 1 (2r4-1)(2r4-3)(2r+5) \ 

l^J ^P — 2r + 3 p ' (2r4-2j(2r+4)>* « (2r+2)(2r4-4}(2r+6)y 

unter der Voraussetzung., dafs die Zahl p positiv sei. Wendet man die in 
§. 90. des erwähnten Buchs angegebene Bezeichnung der Facultäten und 
Permulationszahlen an, so ist 

[2rf2,— 2] '^ [— r-i] '^ 

Damit die für 0^ aufgestellte Reihe convergire, mufs p^\ sein. Wächst 

r 1111 

die Zeigezahl r ohne Ende, so nähert sich 0^ der Reihe [-"^ "f'*~r-i- ~t -^- • • • 

als ihrer Grenze; daher ist 

r I 

(2.) Qp = _/ , für einen unendlich grofsen Index r. 

Setzt man für r der Reihe nach die Werthe 0, 1, 2, 3, u. s. w., so 
erhalt man die speciellen Reihen 

/S _ 1 J. 1 -Li «L 13. 5 J^ , 1.3.5.7 J^ , 



* • • 



2 p ' 2.4 ;>» I 2.4.6 ;»' ' 2.4.6.8 p 

' 3 1 ■ 3.5 1 , 3.5!? i , 3.5.7.9 1 . 

^P ~ 4' p ' 4.6 >• + 4.6.8 >» + 4.6.8.10 >* + 

(3) ^A _ l_LiiJL 1 I 5-7.9 1 I 5.7.9.H 1 , 

" ~" a' p '^ 6.8 >• + 6.8.10 ';>' ' 6.8.10.12 */>'"!" 

» 7 1 I 7.9 1 , 7.9.11 1 , 7.9.11.13 1 , 

P ~ b' p 8.10'p* +8.10.12/»' "i 8.10.12.14*p* ' 

u. s. w. . 

13* 



96 iO. Gudermannj über Modular^hUeffi^ale. 



Die unendliche Reibe für 0^ läfst sich leicht summiren. Es ist sunftchst 
• 1 , 1.3 1 . 1.3.5 1 . , . , A 1 



Ans diesem Ausdrucke ersieht man nun zunächst, dafs p negativ sein und 



dann jede Gröfse. haben kann. Ist aber p positiv und >^ 1, so ist 0p jedes- 
mal imaginair. Unanvvendbar sind also nur solche positive Werthe von p, 
welche zwischen den Grenzen und 1 liegen; sammt diesen Grenzwerthen 
;> == und p=^\ selbst. 

Betrachtet und vergleicht man mit einander die einzelnen Reihen (3.)? 
so flberzeugt man' sich leicht von der Richtigkeit der nachstehenden einfachen 
Recursionsformeln : 



(5.) 



4 = 


^\p.%-\ 


1 
Öp = 


= i/'.öp-i 


s 

ÖP = 


= */»-0p-l 


0p = 


= f^.0p-l 


a. 


s. w. 




2V„'S' 



Im Allgemeinen ist 

(6) ©. = 27 

r 

Hiernach erhftlt man für die in Rede stehenden Functionen dp die folgenden 
geschlossenen Ausdrücke, welche zum Geschlecble der algebraischen Functionen 
gehören : 

» 2.4.6 . • 4.6 „t 6 . 

,« 2.4.6.8 4 « 4.6.8 , 6.8 , 8 . 

X g.4.6.8.10 . • 4.6.8.10 . 6.8.10 , 8.10 , 10;. . 
Q. 3. W. 



(7.) 
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Ist p positiv, also gröfser als 1, so ist in der allgemeinen Recursiensformel 
der Factor o —i P ^^^^ gröfser, und eine Folge davon ist, dafs ein Fehler 
in der Bestimmung von 0p durch die Multiplication mit jenem Factor ver- 



gröfsert wird. Da nun aber schon die Bestimmung der Gröfse 0p einen 
unvermeidlichen Fehler mit sich bringt, so ist der Fehler in der Bestimmung 

r 

von 0p ' beträchtlich gröfser; ist jener Fehler =$, so ist der allein davon 

r 

herrOhrende Fehler in der Bestimmung von schon 

J: _ 2.4.6.8... (2r) ^ 

^ ~ 1.3.5.7... (2r-l)'''^'*' 

Um diesem Übelstande zu begegnen, welcher mit der Zunahme der 

Gröfse von p noch schlinfmer wird, berechne man 0p fQr ein hinreichend 
grofses r, etwa mittels der Reihe (!•)? ^'^ dieser Function vorhergehenden 
Functionen wird man dann zwar nicht feichter, aber viel sicherer nach der 
Formel 

r 

rft'» ß' 2r— 1 1 + Qp 

C»0 ^p — -2P — 

berechnen. Man wird mit solcher Berechnung bis zu 0p fortfahren , und der auf 
jdiesem Wege berechnete Werth von 0p wird dann mit dem nach der Formel 

o j 

6p = — — — 1 berechneten Werlhe flbereinstimmen, wenn keine vermeid- 

Hebe Fehler gemacht worden sind. Man wird hierin zugleich eine erwünschte 
Probe fflr die Richtigkeit der ganzen Rechnung haben. 

Auf gleiche Weise entstehen auch die allgemeinen Formeln 

r^ 2r-3 1 , (2r-3)(2r-l) i f.j,Ä. 

r^ _ 2r-b i , (2r-5)(2r-3) i , (2r-5)(2r-3)(2r-i) ± (iiß^ 
"p — 2?=4* p "T" (2r— 4)(2r— 2)>* •" (»r— 4)(2r— 2)(2r) >* *^ "• ''^' 



'Ä* _ ^^~'' J- J. (2r— 7)(2r— 5) 1 , (2r— 7)(2t— 5)(2f^-3) _i_ 
'^p — 2r—6'p '"(2r— ftK2r— 4)'^^ •"(2r— 6K2r— 4)(2r--2)>' 



I (2r-7)(2r-5)(2r-8)(2r-l) ±,,4 Las 
"r (2r— 6)(2r-4X2r— 2){2r) 'p* ^ ~ ''" 



u. s. w. 
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Im Allgemeinen ist 

rg^ -e'- g'-2>»~< < , [2r-2n-l,-2] i , [2,-2,. -1.-2] 1 , 

C»0 ^p 2r-2« ^ . [2r-2«,-2} P'^ i2r~2n, -2] P'' 

[2r-2»-l.-2f J_^ , - 

[2r— 2/1, —2] ^ 
und zuletzt 

(.lUJ t^p — 2 p T 2.4 ;»'T^ 2.4.6 p* ' ^2.4.6... (2,) /y»^ ^*" "P'* 
Diesen Formelja fflgen wir der Bequemlichkeit wegen noch die Formeln 



8/, 

u. s. w. 



^. = ST (1 + 0,), 



hinzu, welche sich aus Formel (8.) ergeben. 

§. 2. 

r 

Die Function $,, für ein positives |i. 

Betrachten wir nun auch noch eine sweite Function von p, welche 
wir durch die Reihe 

n^ A _ 2>— i t . (2 r-1)(2r + 1) 1 , v2r-l)(2r+l)(2r+ 3) 1 

\^i.) ^p — 2r-{'2'p 1^ (2r+2)(2r+4) '/>•'• (2r+2)(2r+4)(2r4.6)'p* ^ '" 

oder durch 

4. - s ^^'-'^ -^f.-L. _ ^ i:-i(g'-i)f .-1- 

definiren und welche offenbar ebenfalls nur dann convergirt, wenn die absolute 
Gröfse von /^>>1 ist, und desto rascher convergirt, je gröCser p ist. 

Wird der Index r ohne Ende vergröfsert, so nähert sich auch in dieser 
Reihe jeder Coefificient der Grenze 1 ; daher ist auch nun 

(2.) *p = —^^ für einen unendlich grofsen Index r. 
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Betrachtet man die einzelnen Reihen 



oder 



(3.) 






1 1 1 


1 1.3 


1 


1.3.5 


1 


*;. — 


2 p 2.4 


!»• 2.4.6 


>• 


2.4.6.8 


>• 





11,1 
2 ;. "•" 2.4 


1 1.3 
p* 2.4.6 


p> "1" 


1.3.5 
2.4.6.8 


1 

• -^MB s mm 


1 

* 

^^P 


1 1 1 1.3 
4> + 4.6 


1 1 1.3.5 
p^+ 4.6.8 


p» T 


1.3.5.7 

4.6.8.8 


1 


1 


3^1, 3;5 
6 '/; T 6.8 ■ 


1 , 3.5.7 
p* ' 6.8.10 


P* ' 


3.5.7.9 
6.8.10.12 


1 


3 


5 1 6,7 
8 p 8-10 


1 5.7.9 
p* '8.10.12 


•^T 


5.7.9.11 
8.10.12.14 


1 , 


n. 


S. Wt ^ 











• • 



• • • 



• • • 



so läfst sich die erste wieder summiren, wodurch mau 

erhält; also 

(4.) *p = |/(i_±)_i, oder besser -Sp = l_Y(l_-L). 

Auch hier sieht man sogleich, dafs p negativ und dann von jeder Gröfse 
sola kann ; und dafs ferner p jedesmal ;> 1 sein mufs , falls sein Werth po- 
sitiv ist. Es sind demnach auch hier alle Werthe von p auszuschliefsen, 
welche zwischen den Grenzen Null und Eins liegen; sammt diesen beiden 
Grenzwerlhen selbst. 

Ferner befolgen diese Functionen ein sehr einfaches Gesetz, welches 
durch die Recursionsformeln 

4fp——2p.<f>p—i oder *^=::— j^/i.*^ — 1, 

*/. = !;' *p—i, 

u. s. w. 



(5.) 



aufgedrückt wird^ woraus rflckwirts 
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• — 1 - ' 

^p — 2p * ' '''' 

I 4 2 

^^p — 4p V* T^/^ 

u. s. w. 

folgt. Das allgemeine Gesetz dieses Fortschritts und Rfickscbritts wird ausge- 
drückt durch die Formeln 

(7.) *p = ^33.7».*^-! und *„ = -__._. (1^0^). 
Aus den Formeln (5.) ergeben sich folgende geschlossene AusdrQcke: 

f8')<:' J. 2.4.6 3 • 4.6 , 6 . 

« 2.4.6.8 4 • 4.6.8 , 6.8 , 8 . 

» 2.4.6.8.10 . • 4.6.8.10 « 6.8.10 , 8.10 j 10 - 

*p = TT33r7''' -*''-Oy-7'' -3XT''' -57^'' -T*''-*' 

u. s. w. 



Ist in der Bestimmung des Werths von — ^p ein unvermeidlicher 



Fehler $• so folgt bei der Anwendung der recurrirenden Berechnung daraus 

r 

allein schon in der Bestimmung des Werths von ^^ ein Fehler 

^ _ 2.4.6... (2r) ^ • 

^ ~ 1.3...(2r— 3j '^ •*• 

Daher ist die gleiche Vorsicht anzuwenden, welche in dem vorigen Paragraphen 
empfohlen wurde. Man wird für ein bekanntes, hinlänglich grofses r, die 

r 

Function 4>p etwa mittds der Reihe (1.) aus p entwickeln und daraus die 

r— 1 r— 2 r— 3 

Functionen *p, 0^, 4>p^ ... bis herab zu 4>p recurrirend berechnen: der 
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also gefundene Werih von 4^^ maft dann Aiit dem naeb der Formel (4.) 
bestimmten flberdnstimmen , wodnrcb man sugleiGb eine Probe fOr die ganse 
Berecbnnng bat. Es gilt nan aocb die Formel 

ya.) ^/•— 2 p T2.4 p»^2.4.6 p» T^ ^^ 2.4.6.8 ... (2r) p' ^*T«'/.A 



$. 3. 

r r 

Zorückfflhning der beiden Functionen Sp mid 0p auf einander. 
Dal-f *p = 1/(1 ) «nd l-{-0p = -Tr r-r-, so erh4ll man dorcb 

die Division: 



■ ** J* = 1 • oder auch 

(1.) -*P = 7-0-7H. 

Sabttfiolrt man Uerin die bddra Wertlie — ^^=^(1+^,,) «nd 4^s(^+^)* 
so ergiebt sich nach einer Mehlen Redaetion; 



(2.) ^,«l-(l-.i.)^,. 

Sabstitniri man hierin ^^«=^-(1 + *^) «wd ^,«*=5-(l + ^^)» «o miMebt 



% 



Seist man noeh ^(1 + ^p) »tatt ^^ and ^(1+^p) «*<^ 4« >» eoMebt 

Eben so findet sieb 

Auf diesem Wege der Induction findet sieh also die aUgemoiae Poimd 
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Substitiiireii wir faierin noch einmal die Aasdrfleke 

00 ergiebt sich 

1 + *), = 2r + 2-(2r+l)(l--i)(l+öi), also 

** = _i4.2r+2-2r-l-f ??il-(2r+l)(l— i)©;, 
oder einfacher 

i r+l A , 4 V r+l 

wodorch bewiesen ist, dais die Formel (6.) , dien wie für den Index r, ancb 
fflr den nftchst hohem Index r-fl gilt. 

Der Formel (6.) gemftfs lifst sich also die Fonction 4^^ ans der Pnno- 

Uon 0p unmittelbar berechnen; und zwar anf eine höchst einfache Weise. 
Umgekehrt hat man 

* * J Ä P 1 

m % = ^ ^_ / = — T^T — 

Stent man die GMchoig (6.) also dar: 

und addirt anf beiden Seiten 1, so verwandelt sie sich in 

(9.) 1-i- = »--' *' . 

HO/ 

Will man also Tafeln für die Werthe der Fnnctionen 4^p und 0^ berechnen, 
so fassen sich aach aus den Tafeln fflr die Werthe der einen Function sofort 
die Werthe der andern herleiten. Oder hat man solche Zahlen fflr dieselbe 
Gröfse von p berechnet, so können sie geprüft werden, weil sie der Formel (9.) 
jedesmal GenOge leisten mOssen. 



P _ 

r 
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Das 80 eben auf dem Wege der Induction gefundene und durch die 
Gleichung 

ausgedrückte Gesetz wollen wir seiner Wichtigkeit wegen audi noch direct 
beweisen. Da 

[2r+2,-2] /^ 

ist, so erhftll man, wenn man der Reibe ihr Anfangsglied vorsetzt: 



daher ist 






'' [2r+2, -2] f [2r-}-2,— 2] ^ 

= 1 + 



\[2r+2, -2f [2r+2, -2]/ f^' 



r 

Zusatz. Da fflr r = und ein positives p die Function ^p negativ, 
aber fflr r > und ein positives p die Function *p, so wie auch 1— — samml 

dem Nenner i^-S^ positiv sind , so mufs auch der Zahler in der Forrad (9.) 
immer positiv sein. Daher ist immer 

*^<:2r— 1 für r>0 und ein -}-/i, welches >t ist. 



14 
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«.4. 

Aoalytffches Hfllfstheorem zur UBfonDiing der inrsprflngliden Reihen ffir Bp and 4^p. 



r r 



Die fflr 6p und ^^ aufgestellten Reihen in ($. 1. und $. 2S)^ welche 
ab ErUflmngen der beiden Functionen dienen ^ sind wenig geeignet, die 
Werthe dieser Functionen dann zu berechnen, wenn p negativ ist GlficUicher- 
weise sind geschlossene algebraische Ausdrücke fflr jene Functionen herge- 
leitet worden, welche zu den genannten Berechnungen immer dienen Itönnen, 
es mag p positiv, oder negativ sein. Es Icommt dabei vorzüglich darauf an^ 
dafs man die Werthe von 



0. 



L^--l und Sp = ^|{\-^)- 



mit einem höheren Grade von GenauigiKeit berechnet habe, als deijenige ist, 

r 

welcher bei der Bestimmung der Werthe der darauf folgenden Functionen 0p 

r 

und 4^p erzielt wird. Indessen kann doch die Forderung gestellt werden: die 
Werthe dieser Functionen in anwendbaren Reihen auszudrflcken, welche zumal 
dann convergiren, wenn p negativ und der absoluten Gröfse nach <Il ist, 

r r 

well in diesem Falle die anfänglichen Reihen fftr 0p und 4^p ganz unanwendbar 
sind. Um solche Reihen auf eine leichte Weise herleiten zu können, schicken 
wir ein analytisches Hfllfstheorem voraus, welches nur eine Anwendungeines 
noch viel allgemeineren Theorems ist. Setzt man, wie in (§. 100. und 101.) 
der Theorie der Potenzial- oder cyklisch- hyperbolischen Functionen: 

F{a,b,e,x) = ÄliM.^r- = «(_ir.['-i.M.(l + «?)»-.«• 

•'.[c] " [c] 

= 'S(-l)«.t*-i.i4.(l+a?)«-.a-, 

W 
80 ist, wenn das Element 6=-~l genommen wird, wodurch die Facaltfit 

[5j«=(-1)-.a' wird: 

= Är(_l)«.l£±lLIfJ.(l^a?)'— .«■. 
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a a— 1 a a— 1 

Da nun [c+l] = (c-f l)[c] und W = (c— a-|-^)«W » «l«o 



« a 



Äf(-1.)«.-!ÄL._£±l_.(i^a.)— .a-., od«r auch 



a 

a 



[c] ^^^ [e] '^"^ 



(i+,)-.S(-i)..H._^.(j^j 



Wird diese Gleichung mit -^xT'^ multiplicirt, so erhält man 



a+l 



^ [c+1] 



«+l 



Wird hierin endlich a—i statt a^ c— 1 statt c und — statt x gesetat^ so 
erhalt man das gesuchte Theorem ansgedrflckt in der allgemeinen Formel 

a+l 

= (l + ±)-.«(-l,-.f=J.M.(_*,)-. 
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r r 

Formeln zur Bereduiiug von 0'p &= — ®c-p)> 
Da nach ($.1.) 

a — «r-fl 1 , (2r+<)(2rf 3) 1 (2r+l)(2r+3)(2r+5) l , 
^-P ~ "~ 2r-j-2 > "1" (2r+2)(2r-|-4) */•*" " (2r+2)(2r4-4)(2r4-6) >• *" 

ist, SO setzen wir zor AbkOrzong 



• • 



Dann ist 



2r+l 1 (2r-f-l)(2r+3) 1 , (2r-f-l)(2r4-3)(2r+5) 1 



• •• • 



l^J üTp _ jr+a*;, (2r+2)(2r+4)*;i?' « (2r+2)(2r+4)(2r-f.6)>* » 

Da nun aber, wie schon gezeigt wurde, p in diesem Falle jede Gröfse haben 
und also auch kleiner als 1 sein kann, so ist diese Reihe so umzuformen, 
dafs sie auch dann convergirt, wenn p<^i ist. Da ferner nach ($. 4.) 

ist, so erhall man, wenn man a= J\^ und <?^=-;£^? «Iso c — a= — J 
setzt, die umgeformte Reihe 

ff = g (2r4-l)[<,-2] 1 . 

[2r+2, — 2] ^''^'^ 
oder auch 



(3.) 



r 



_^_ 1 _1 ■ 1 l_j 1^3 I 

2r+l ~ 2r+2 'p-^-i ' (2r-|-2)(2r-|-4) "(ii+l)* "i (2r+2)(2r-|-4)(2»'+6) '(FH? 

I <-3.5 i_. 



• • • 



(2r+2) (2r+4)(2r+6; (2r+8) ' (/,+!) 

Diese Reihe hat einen hohen Grad von Gonvergenz; selbst dann, wenn 
p<^i ist. Da nun die Reihe, so lange p positiv, also — /i negativ ist, einen 
positiven Werth hat, so ist gleichzeitig bewiesen worden, dafs unter derselben 

r r 

Voraussetzung die Function — 6^ immer positiv, also ß^p immer negativ ist. 
Giebt man dem r nach einander die Werthe 0, 1, 2, 3 u. s. w., so 
erhalt man die einzelnen Reihen: 




4 */»+!'" 4.6 '(^+1)»+ 4.6.8 '(/»+!)*+ 4.6.8.10 \pJ^i)*'T"' 



• • • 
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Ä A i 1 , 1 1 , 1.3 1 , 1.3.5 1 , 

*''''*'~"-P>==2-H^+T4*(H^+-2Tr'(F:P)»+ 14.6.8 '(iiW^'" 

3 ~" 8 ■ 

(4.) /e;, — ^(-y> _ 1 _1_ , _!_ 1 ■ 1.3 1 , 1.3.5 1 , 

» 5 ~ 5 — 6 >4-l "f 6.8 *(p+l)«T 6.8.10 '(H-*)*'' 6.8.10.12 •(p-j.l)«+ 

'e^_ — 0(,p) _ 1 _J_ ! _1_ 1 , 1.8 1 . 1;3.5 1 , 

7 ~~ 7 ~8 V4-l"T"8.10'(/>+l)»"'"8.10.12"(;»4-l)' '*8.10.12.14*(/»fl}* •"'* 

0. 8. W. 

Der hohe Grad der Convergenz dieser Reiben steigt noch om so mehr, je 
grOfser die Zeigesahl der zo berechnenden Function bt. Es folgt bieraas zn- 
näcbst, dafs 

ist; was mit der fraheren Formel ö=— j- rr~* 8«n« übereinslimait. 

/('-t) 

Da ferner 

ist, so erhalt man durch dieselbe SnbsUlotion, wie oben, noch die Reihe 

foder nach 

,i/ri ' ^V''^*!^—?^:! * , {2rfl)(2r-|-3) 1 , (2rfl)(2r-t-3)(2r+5) 1__ 

|rV,*Tp; •'^p — 2r-}-2'^'i' 2.(2r+4) *(|»+1)*''" 2.4.(2r+6) (a»+1)* 

, (2r+l ) (2r+3) f2r-f-5) (2r-f 7) l , 
"T" 2.4.6. {2r-f-8) '(p-\-i)*'^ » 

welche aber minder rasch convergirt, ak die vorige. Setzt man in den 
Formeln (5, 6, 8 and 11, §.1.) ebenfalls — /? fOr p, so geben sie 
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(T.) 



k 



1^; 



79 



and 



^. 



&. 






* (1-fc, 



ip 



4P 

5 



6p 

7 



8;, 



(1-ö;), 



<^p 



r-i 



^-spi?*''-^'' 



01 



2r— 1 
2r;? 



(l-Ä). 



HIezaos folgt, dafii die Fnnctiooen 0^, 0^, 0^, 0^,, ... 0^ BSmmaich positive 
nnd echte Brflche sind, welche sich, wenn der Index r ohne Ende wiehst, 

der Grinse vi nAhem. 

Die geschlossenen Ausdrücke fflr diese Fnnetionen sind: 

—1 



(8.) 



«. 






4 

10'. 



/0+7) 



+ 1, 



-.2;».0;+l, - 

^TXb'r'^piTb'P -T'+*' 

+ 3«4.6«8 4 ^ 4.6«8 • i 6*8 * 81^ 



i, 2.4.6,8.10 , X , 4.6.8.10 4 6J.10 . , 8.10' . 10 , . 

^'' = - U.5.7.9 •''•^^+33Tir''— 5J5-'^+7T*'^"T*''T*' 



0. s. nr. 



Z 08 atz. Setzt man in der Gleichnng (3.) —p statt p und dividirt 
dnreh — 1, so gfebt sie 



ft 



2r+ 



* _J 1 1 j 1:3 1 

1 W+S'p-^l (2r+2)(2r4-4)' (,,_1)» + (2r+2)(2r-f 4)(2r+6) ' (p—i)* 



1.3.5 



und da 



(2r+2>(2r+4)(2r+6)(2 



1 , 
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lirfi~ 2r+2';»4-l + (2r+2)(2r -^ 4) *(;»+l)» "^ {2r+2)(2r+4)(2r4-6) * (/»+!)• 

j 1.3.5 i 

+ (2r-|-2)(2r+4)(2r+6)(2r+8) '(/»+!)* ''" * " '"' 

SO kann man, damit beide Reihen nach Potensen von — fortschreiten, in der 

P 

ersten p-\-i stall p und in der zweiten p — 1 statt p setzen ; alsdann ist fflr p>i: 

QIp-o + QU.) _ < 1 I 1-3 i_ 

4r+2 ~~ 2r-f-2';» ' (2r+2)(2r+4)(2r+6)*p» 

, 1.3.5.7 1 , 

T (ir+2)(2r+4) . . . (2r+10) "^^ '" •"•" 

r r 

4r+2 ~ (2r+2)(2r+4) >• » (2r+2)(2r4.4) . . . (2r4-8) ' p^ 

(2r-f-2)(2r+4) . . . (2r+12) 'p^ + 

Eben so erhält man , unter der Voraussetznng dafs |> >> 1 , die Reihen 

1/4 ±ff^— "'•+< < I (2r-fl)(2r+3)(2r4-5) J_ 
♦^ '"'''"' ~ 2r4-2> T"(2r+2)(2r+4)(2r-j-6)*;»» 

■ (2r4-l)(2r+3)...(2r+9) i , 
"T" (2r-)-2)(2r-f4) . . . (2r-f-10) * ;»» •" 



• • • 



• • 



xm -ff\ — (g'-+l)(2r+2) i , (2r+l)(2r-f3)(2r+5)(2r-|-7) 1 
tK^P ^p) — (2r+2)(2r+4) 'p" '■(2r+2)(2r+4)(2r+6)(2r-|-8) >♦ 

, (2r+<)(2r+3)...(2r+H) 1 ■ 
"T* (2r-|-2)(2r+4).. . . {2r+12) >• T * ' ' 

Nach Anleitung dieser und der vorigen Formeln kann «nan die Berechnong 
der Tafeln fflr die Wertbe der Function 0p sogleich mit der Berechnung 

r 

der Tafeln fQr die Werthe der Function 0^ verbinden ; wodurch fast die Hälfte 
der Arbeit, wenigstens bei der independenten Berechnung, gespart wird. 

s. « 

r r TT 

Formeln zur Berechnung von ^ »s — ^(-p)» und Relation swischen 6^ und ^. 
Wir haben schon oben gesehen, dafs fQr ein positives p die Functionen 

• ISS 

— ^p, 0p, 0p, 0p, . . • positiv sind. Dafs sie simmtlich negativ werden, 
wenn — p statt p gesetzt wird, werden wir nun beweisen. Setzt man, schon 
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zur Abkflrzung, im Allgemeinen 

r r 

(1.) *; = — *(_p„ 

so erhalt man aus Formel (1. in $. 2.) die Reihe 

ra^ ^ — *'— * < (2r-l)(2r+l) 1 , (2r-l)(2r+l)(2r+3) _1_ 
y.«') ^P — 2i^'p (2r+2)(2r+4)*p" • (2r+2)(2r-}-4)(2r+6)'|»» 

(2r~<)(2r+l)(2r+3)(2r+5) i ■ 
(2r+2)(2r+4)(2r+6)(2r-|-8) >* "T" "*'' 

nnd insbesondere: 

rQ^ Jj 1 i 1 1 , i.3 1 1.3.5 1 , i.3.5.7 1 , 
Cd.) -*,= 2'7"Oy + 2X6y-3X6:f^ + 2.4.6.6.10V~"*"*"' 
also 

oder 

(4.) _^^ = /(l+i-)-l; 

woraus folgt, dafs die Fnnction —4^ positiv, mitliin ^ selbst negativ ist 
fflr ein positives p. 

Da hiernach p jede positive GrOfse haben und also kleiner als 1 sein 
kann, so ist die Reihe (2.) so umsuformen, dafs sie fflr p<ii convergirt. 
Nach (§. 4.) ist aber 



•+t . « 



[c] '' W '^^ 

daher wollen wir « = -32" '"^^ g= _j^ , also c— a = — | setsen. 
giebt sofort die umgeformte Reibe 

a+l 



(5.) 



oder anfgelöset: 

^; 1 1 ■ i.3 1 , 1.3.5 1_ 

I2,wi --g;q3r"H-i + (2H-2K2r+4) 'TfiÄ? "t" (2r+2)(2r+4)(2r+6r(H-l)* 

j 1.3.5.7 1 j 1.3.5.7.9 1 ■ 

+ Olrf 2)(2r+4}(2r+6) (2r+8) * (^T*F "^^ (arf-aH2r+4). • • (2r+10) '(FW^"' 
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woraos erhellet, dafs 4^p immer positiv ist für ein positives p und fOr r >> 0, 
aber Vp negativ; wie schon anderweitig geseigt wurde. 

Die Reihe hat Ähnlichlceit mit der Reihe (3. in §• 5.); sie convergirt 
auch fQr jeden positiven Werth von p^ nor nicht ganz so rasch, wie die so 
eben erwähnte. 

Da aber auch 

ist, so erhfilt man dnrch dieselbeo Sabstitotionen auch noch die Reibe 

W^p) '^P—^ p_jj. 2r+2+2« (;.+l)-+» ' 
'oder 

J(aX ^^^'a' —'*'—* i , (2r-l)(2r+l) i , (2r-l)(2r+l)(2H-3) i 
iVTpJ •'^P — 2?^>+l"f" 2.(2r-H) *(;'+l)'"' 2.4.(2fH-6) '(FP? 



, (2i^l)(2r+l)(2H-3)(2r+5) i ■ 
"^ 2.4.6.(2r+8) *(/»+!)*"''' 



welche viel langsamer convergirt, als die Reihe (5.)« 

Setzt man nun in den Formeln (p^6 und 7. $. 2.) ebenfalls — ^ 



I^WrCI» IMViU UHU lU WU & VI 1 

Statt p, so verwandeln sie sieb in 



*; = 1-3;»-*', -*i= * (1-^^), 



S 



2p 



** = 1— -iL.» dbf dy = fl -f^) 

Die gescblossenen Aosdrtlcke der neaen Functionen sind endlich 

15* 
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o 



l/(i+f)-l 



*; = -2;»-*;+l, 



*' 

^^p 



I 2.4 j ♦, 4 , . 



(8.) < ^' - 2-4.6. ^>|4.6, 6 ■ 

i, I 2.4.6.8 - •., 4.6.8 , , 6.8 - 8 , . 

1, 2.4.6.8.10 , • , 4.6.8.10 4 6.8.10 , , 8.10 , 10 , . 

*" = -T3X7-'' -*5'+T3:5T''— 33T'' + 57'' -T''+*' 



!!• S. W. 



r r 

Der Zusammenhang zwischen den beiden Functionen 0^ und 4^'p wird eben- 
falls unmittelbar aus der Formel (9. §• 3.) hergeleitet, indem man nur ~p 
statt p setzt Dadurch entsteht schon die gesuchte Formel 

(9.) l + ± = . ^'^^ 



p 



oder auch 



l-ö'p 



' *, = ±_(, + i.W, 



2r— 1 '' p 



riO*) \ *''^ nmgekehrt 



*• FP — 



Hieraas erhellet, dab fflr r>>0, 



(11.) ^'p < ^^ und Ä < 1 sei. 

r 

Zusatz. Setzt man in der Reihe (5.) noch —p statt p^ so erhalt man 



r 



#. i 1 1.3 1 , , 



2r-T 2r+2*;»— 1 (2r+2)(2r+4)*(;»— 1)' 



<1 *(i>-H) 1 1 1.3 1 ■ 1.3.5 1 

*■' 2r-l""^+5V (2r-f-2)(2r+4) ' p* + (2r+2)(2r+4)(2r+6) >• 



1.3.5.7 



(2r+2)(2r+4)(2r4-6)(2r-f-8) ;> 



•-4 -{-—•••, 



• • • 
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Qod da naoh Formel. (5.) aoch 

„. *ip-o 1 1 , 1.3 1 , «.3.5 1 

*^ 2r-l ~~2r+2*/» "r (2r+2)(2r+4) >* "• (2r+2)(2r-j- 4)(2r+6)>» 

■ 1.3.5.7 _1_ , 

'r(2r+2)...(2r-|-8) *;i* "r" 

ist, so erbfilt man durch die Verbindung der beiden Formeln: 

q^ <fep-i)+»(p+i) _ 1 1 I 1.3.5 1 

^ 4r— 2 2r-f-2'/> '^(2r+2){2r4-4)(2r+6)y 

(2r+2)(2r+4) . . . (2r+10) "p"^ 



• • • 



9 



4^ »{fi-D— »(/^fi) ^ 1.3 1 , 1.3.5.7 i^ 

"*) 4r_2 (2r+2)(2r+4) p* ■*"(2r+2)(2r+4)(2r+6)(2r+8)>* 

unter der Voraussetzung, dafs p positiv und gröfser als 1 sei. 

Unter derselben Voraussetsung hat man aber auch die Reihen 



ir* +*') = 2r-l 1 (2r-l)(2r+l)(2r+3) 1 

tK^pT^pJ 2..X2 M T /2»X2w2..-L4W2..Xß» n< 



2r+2 p ' (2r-J-2)(2r+4)(2r+6) ;»• 

■ (2r-l)(2r+l)(2rH-3)(2r+5)(2r+7) _1_ , 
"1 (2r+2)(2r+4)(2r+6)(2r-f8)(2r+10) >» "r 



••• 



9 



X^cfc _«fi'^ — (2r-l)(2r+l) 1 , (2r-l)(2r+l)(2r+3)(2r+5) i_ 
*^.Vp ^p; — (2r+2)(2r+4) >» T(2r+2)(2r-l-4)(2r-|-6)(2r+8) >* 

, (2r-l)(2r+l)... (2r+9) 1 , 
"1 (2r-j-2j(2r+4) . . . (2r+12) p* T ' * * 

Diese Formeln wird man bei der independenten Berechnung der Wertbe der 

r r 

Functionen 4^p und ^ mit Vortheil benutzen können. 
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Zweiter Absehiiltt. 

Reihen zur Berechnang der Werlhe der Modolar-Integrale. 



$. 7. 
I. Reiben fflr die Hodalar-Integrale von der ersten Art 

Die Modttlar- Integrale von der ersten Art haben keinen Parameter; 
es ist daher bei der Entwiekelnng derselben in Reihen von den nenen Fnnotionen 
des Parameters noch kein Gebrauch xn machen. Auch sind diese Reihen grOfs- 
tentheils in der Theorie der Modolar- Functionen hergeleitet worden. 

Setst man zur Abkflrznng 



^„=1; ^1 



*5 



1*.3'.5* 



^r 



k^ 



1; «1 



e. 



(1.) 



k = 0; i?i = -g- 



2«' o» — grii» 

_ 1*.3*.5*... (2r— 1)* 
~ 2».4«.6»...(2r)» » 

2*' *» — srp» 

_ 1*.3*.5* . . . (2r--3)*.(2r— 1) 
~ 2'.4'.6' . . . (2r— 2)».(2r)» * 

1 _ 1».3 1«.3».5 

Vi — örT» Vi 



• • • 



_ 1*.3*.5 
*' "" 2».4».6» ♦ 



• • 



"W 



1; ri 



K 



2«r4' '» ~" 2».4'.6 » 

l*.3*.5*...(2r— 3)*.(2r— i) 
~ 2».4».6'...(2r-2)».(2r) * 

3 _ 3*.5 _ 3*. 5*. 7 

F' ''»""STP' '''~2».4*.6*' 

_ 8*.5*.7« . . . (2r— l)'.(2r+l) 
~ 2». 4». 6» . . . (2r— 2)*.{2r)» ' 



• • • 



80 ist eine Bezeichnung gewAhlt worden, die wir auch später hAufig anwenden 
werden. Jede dieser Reihen convergirt ; nur ist eine solche Convergens aller- 
dings verzögernd, da die Facloren, mit welchen man in einer solchen Reihe 
jedesmal ein Glied mnltipliciren mnfe, um das nächst folgende Glied der- 
selben Reihe sn erhalten, immer echte Erflehe sind, die sich wachsend ohne 
Ende der Grenze 1 nähern. Es ist nämlich 
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'*'+» = <^'-(^rr) ♦ 



(2.) 



'r+l 



Wr+1 



'r+l 



^-' 2r(2r+2) "' '^ > "' 

(2r+l)(2r+3) 
(2r+2)» 



Wichst r ohne Ende, so nihert sich wirklich jeder der ^er Brflehe G^-+s) i 

Grinse 1 ; aufserdem ist Jeder dieser Brflebe <C 1 ; and dab namentlich 
der letste Bruch ebenfalls <C 1 sei, erhellet daraus, dafs man ihn auf die Ge- 
stalt (2 4-2)*" bringen kann; woraus ersichtlich ist, dafs der Zähler Jedes- 
mal, d. h. fQr Jeden Werth von r, um 1 kleiner ist, als der Nenner. 

Die Co£fficienten rjr und y^ lassen sich ans den Coöfficienten ^r and s,. 
susammensetsen , in Anwendung der Formeln 

und da aufserdem 



(4.) €| = n— Vi; «i=i'i— »'t; «j=va— i's; 

Ist, so folgt hieraus leicht: 



• • 



«r 



>-l 



— »'r 



(6.) 



y« = 1 


'» 


y, = 1 


l — «1, 


y, = j 


l— «1 — «»» 


v, = 1 


l—«i — «» — «»» 


y4= 1 

• • 


• •••••••• 



iK 



l—»i — ^ — «» — «• — 



• • 



— »r 



Ist nun amti sammt dem Modul k gegeben, so ist dadurch zunflchst 

amctf = |n — arctang(A^tnti) 

bestimmt, und dann gelten die folgenden in (§• 105.) der Theorie der Modular- 
Functionen hergeleiteten, sehr rasch convergirenden Reihen: 
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••• 



> • • • 



> • • • 



• • • 



•• • 



(6.) ti = am » -f- <rj*»A*(am«) + ^^l^(am u) -f <r,*»i»(ain «) + 

(7.) K—u = amcti -f ^i/PX'(amc«) -f- dji*l\timeu) ^ ()^r(ainoflf)-{- 

(8.) el« = amti — «lA'Z^am«) — eiA*il'(affltt) — e,A;'il'(am«)— 

(9.) eicti =amc«— CiA^AVamcti) — «jÄU'Camcfi)— «,Ai*i'(aincti)— 

(10.) tt— el V = i7iÄ*A'(ain«) -f J7iÄ*A'(am u) -\- J7,A»A»(ain «) + 

(1 1 .) IC— M— elc u = TjJ^lXBmc «) -|- r]^l\9mc «) -f i/jÄ'X^anic ti) -f 

(12.) E—elcu= Ä"{ain«+ yjA'AXaiii«) + Vj**i*(amti) -fv,ife»X*(amfi) + ••.}, 
(13.) E— el« =*"|amc« + ViÄ»X*(ainc«)-f »'i**X»(aiDc«)+»',*»A*(aincii)+— }. 
Und fOr die Quadranten selbst hat man die Formeln 

E = \n{\— «,*» — «lÄ* — «,ife»-«4Jfc» .), 

S. 8. 

Zusätze znr Theorie der Fnnction X''{if). 

Die Function l\<p) convergirt, falls qx^^n und der Index r zOf- 
nimmt, bekanntlich gegen die Grenze Null, und zwar desto rascher, je kleiner 
die Amplitude (p selbst ist. Nimmt ferner <f um J(f zu, so ist 

X\<p-\-J(p) = r(y)-f |/j-.[sin"-y.^y + r.sin''-*y.cosy^/9)' 

+ i(r(3r-l))(l- 2;^.sin>)sin''-V.^9>H • • •]• 

Diese Reibe, deren allgemeines Glied ebenfalls leicbt anzugeben ist, kann ancb 
bei Anfertigung der Tafeln fOr die Functionen it\9>)t ^^(9>)9 ^^(^X ••• be- 
nutzt werden. 

Auch eine nach Potenzen von sin 9 fortschreitende Reibe für ifC^} 
möge hier noch einen Platz finden. 

Da 

sin^'-y = sin^'^y. cos y 1^(1-- sin' y)*"* 

ist, so ist 

sjn^y = sin^ycosy-}-^sin^"*"'y.cosy 

-f j^-sin''''*^y.cosy ^"oVe'*'"*^^*^'^®^^" * * * * 
Wird nun noch auf beiden Seiten mit dy multiplicirt und integrirt, so ergiebt 



N 
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sich sofort die Reihe 

■ 1.3 gin»'^+»y ■ 1.3.5 sin^'^-^^y , > 
+ 2.4' 2r + 5 +2.4.6' 2r+7 i »' 
Da 

a 

cos"9 = (1 — sin'y)' = «(— l)«.M.sin'«9J 
ist, so erbalt man, wenn man mit d<p multiplicirt , und inlegrirt, 

iA^'.'.'XT^^ [const, - n\n - 9)] 

Wird 9 = gesetzt , so ist const. = ^71, folglich 

1.3.5 •••(2r — ») n^ ^r/i M 

2.4.6... (2r) ti^ - ^^*" - ^)i 

/ -iNr-l ^ 1.3.5 ... (2r — 3) jr-l/,^\ I / 4\r 1-3.5 ... (2r— 1) jr/^v 

••^-^^ •'^' 2.4.6. ..(2r-2) '^ W+(-') '2.4.6 ... (2r) ^ (*•>' 

oder auch 

r'(r-l)« „, .^, . ([rV.2' ,„3,„, 

+ 1.2.(2r-l)(2r-3)'^-^ W" 3..(2r-l)(2r-3)(2r-5)'* W'" 



.» €%r 



. . . ^=lMd)1^.2-.r-.(^) . . . (-ir- ,3/'-V-i) '^!' 

a.[2r-t,-2] I.d.5...(^r 1) ) 

Hiernach Ififst sich also X''{^n — <p) ans A"(y) = y, A'(y), A*(9>), . • • A'(9>) 
berechnen 

Da nach (§. 100.) der Theorie der Modaler -Functionen 

r(r— l)(r— 2) ,, .„ v r(r— l)(r— 2)(r— 3) ., .„fl,„x 

4- (,.H^(,+2)(r.|.3) '^(^<>«^y)- (r+l)(r-|-2)(r+3)(r+4) '*(»'°Qy) 

r(r-i)(r-2)(r-3)(r-4) . . .coslO»)4 + oder 

(rf l)(r+2)(r+3)(r+4)(r+5) ♦^""^ »"«iP/t T 

Crelle^i Joarnal f. d. M. Bd. XLI. Heft i. . 16 
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ist, so erhält man durch Addition: 

i(r(i^-9))+r(i7i+9)) 

(r+l)(r-f2)(r+3)(r+4)(r4-5) *CC031"y^t ^ 
oder aach 

i(X^(i7i-f«p)4-r(J;r-y)) 

1—1 3 ^3 5—6 

= ^71 — [r][r] cos2 q>'{-[r][r] ^(cos 6 q)) — [r][r]-^ {cos iOq>) ] •• 

/ A sa r'T' -?""*^ cos(4a— 2j<p , 

also 

2a-l -2a4-l C0Sf4« — 2)0) 



fflr o>0. 
Eben so ist 

-W[rl.i(sinl29) + [r][r],i(sml6y)-+... 
oder auch 

(4.) +(r(i^+9)-i'(i^-q^)l = 9^+S(-irWM^ füra>0. 



2a 

Diese geschlossenen Ausdröcke dienen ebenfalls dazu, die Function l(q>) zu 
berechnen, wenn q> zwischen den Grenzen -\n und -^n liegt 

Insbesondere erhält man fflr q> = den geschlossenen Ausdruck: 

1-1 3-3 6 .6 la+1 -2«H-1 

(5.) r(+n) = i„-.-fcm+i!m_.iim+_....(_i)...M^ 
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II. Reihen fär die Modular-Iategraie von der zweiten Art. 
-i. Reihen für die Integrale vierter Classe. 

§. 9. 

a. Für die bekannten drei Integrale vierter Classe. 

Im elften Abschnitte der Theorie der Modular- Functionen und der 
Nodular -Integrale sind die Modular -Integrale von der zweiten Art, welche 
Parameter haben , in vier Ciassen getheilt worden. Zu den Integralen vierter 
Classe rechnen wir die folgenden, in (§. 121.) aufgestellten : 

f^ . /^y*infldngsn*ugu p dnca sn^udu 

^{u,a) —J ^^^^ g^.^ ~ /tnccsnc'g'^ sn'u ' 

\ snc*a/ snc'a 



'S(tt,a) 



f tna du /^dnca du 



/ k!Hna du pdnca 
dna . sn*u / tnca 



(1.) ( V ^ / f jn^ ^ sn*u I tncö ^ sn*u 



snc'a snc*a 



inadna.dn*udu 



irr^r V Panama, 6xr 

J J_ü^ 



J 1.3.5 ... (2r—l) dnca 



snc a 

Im achtzehnten Abschnitt sind diese Integrale auch bereits in Reihen entwickelt 
worden. Die Reihe fQr das Sinus-Integral von dieser Classe ist im ($. 254.) 
gefunden, nemlich die dortige Reihe (4.) 

und in ihr ist im Allgemeinen 

ca 1 r l.3.5 ... (2r— 1) .^^ ^^ 
2.4.6 ..7(2r) tnc^'snc^«L2.4.6... (2r) '^"^ ^ 

, 1.3.5 ... (2r+l) j^^^2 8nc^''+2^4. . . .1 
+ 2.4.6... (2r+2) '^ '^"^ ^T J 

oder 

^ dnca ,2,r4 I 2r+l ,o 2 1 (2r+l)(2r-l-3) .4 4 1 1 

Setzt man nun 

(2.) p = ,> *, , 
^ ^ ^ Ä*8nc*a ' 

r 

so erhält man durch Anwendung der Fanction 6p den einfacheren Ausdruck 

J ^ dnca ^ ^ ^ , ^. 
tnca ^ \ p' 

16* 
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Da nun aber nach (§. 1.) 1-f 0^ = --^.;5,.0 Isi^ so erhalt man durch 
die Substitntion dieses Werthes: 



dnca 2r "^-^ 

tnc 

2r ^ j dncri V*tnadna 



^ - HiS^s^-*-*-'-»- 



*^" öT — T'^r = Vr und r ; — = = der constante Factor des 

£r — 1 '^ "^ tncrisnc*a cn*« ^^**»?»«m»*» 

Sinus -Integrals vierter Classe ist, so ist 

cn*a ''^ '' 

Wird dieser Werth snbstituirt, so erhfilt man die Reihe 

C3.) ■©(«, ,) = «„sunsCi^)- S^-£^«l,.iu™»)e: 





I 
p 



+ 772AU^(amii)0p4-iy3Än'(amii)0^4-i74A^A>mii)0p+iy5*«A*(amii)0^+ .•}. 

Die Formel (4. in §.255.) der Theorie der Nodular- Functionen und 
Nodular -Integrale verwandeil sich auf gleiche Weise in 

(4.) '(i(u,a) = arca:anö(^)-|5£f |amtt0,+ «f,Ä'A'(aintt)4 

Dagegen folgt ans Formel (2. §. 356.) des angefahrten Baches folgende Reibe: 
(5.) '®(tr,a) = ?lrca:an9(i^) + ^{amM-*,4-«,AU»(ani«)*, 



P 

4 



-f-62Ä*A\amfi)*p+«3A:*^r(amii)*p-}-€4Ä'A*(amii)*^+ ...}. 

In allen drei Formeln hat die von dem Argumente a des Parameters abhän- 
gige Constante p den gleichen, durch die Formel (2.) 

— 1 
ausgedrückten Werth, welcher positiv und gröfser als 1 ist. Es ist aberj 

S ___L__i = .J 1 

(6.) { }l\ pJ 

r r 

Die gemeinschaftliche Grenze der Functionen 6p und 4^p ist in diesem Falle 
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— 3r = "-jjT-t — = tfF"Cn^^ = (Tr^"^}9 ^'^^ ^®s*ö kleiner, je kleiner der 

Modal k and je gröfser das Argument a des Parameters ist. 

Znsatz. Bezeichnet man die Constanten der drei Integrale darch 
A, B, C, und stellt sie also durch 

^ ^ ' «/ 1 — Msn*« ' ^ * ' J 1 — nsn'fi^ v ^ / y 1— »sn*fi 

1 1 

dar, so ist n = — j— , folglich umgekehrt snc^ii = — , mithin 

91 

^ _ *;nn«dn« _ _dBC«_ _ ^(„(„_i)(„_^j) 
cn*a tncasnca rv \ /\ tj^ 

■ B = y'tna _ dnea ^ l(n—i)(H—k*) 

dna Inca r m ' 

C. j sna 1 ,/w(w — 1) 

= tn n do n = = T T = V— ^^ — rr ? 

snca tncadnca f n — k* ^ 

und obige drei Reihen heifsen dann: 

4-i?,AU^(amii)4+i73**A^(amii)4+^4Ä«^*(am«)0p+--}, 
'g(ii, a) = arcaiing(tnii|/(n— l))-Ä{amii.4+<^i*'il'(amii)0' 



-f- (J'jifeU'Cain tt) 4 + <^s*">^'(a«> «) 0p + <''4*'^*(a«n «) 4+ •• •} , 

1 

P 



'©(«,«) = atca:ott8(lnti|/(n— l))-f C{ani« — *p+«iAr'A»(äm«)*^ 

-l-e,**X»(ainii)*p-l-e,Ä»i»(amtt)*p-{-«4*«;i*(amtt)*p+.-.}. 



Aafserdem ist 



— * 






und 



«rca:«„9(ln«|/(«-l))=2lrc®i«(^^^^)=lltf@in/-^^ 
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§. 10 

b. Für ein viertes Integral vierter Classe. 
Setzt man y=^'®{K, a — K) —'(S{K — v, a — K\ so ist fQrti = 

auch y = 0. Ferner ist 

^ ,^,i^ i^, Ana snc^udti dna snc*udu 

dy = — (B>(K— u,a—K) = — r j— = ; 1 r-* 

•^ wv , / j^^ gj^t^ — snc*w Ina snc'w — sn'fl 

cn 1/ ^ 1 cnca 

Substiluirl man snct/=-3 — , dnr/ = :; , inÄ^-rr; ^ snflr = -i . so 

dnu dnca tcinca ^ dnca 

erhält man 

r> A'*tnca dncö sn*!* du 

•^ dnc'acn'u — cnc*a dn*u 

Da aber dnc^öcn^ti = cnc*Ädn^fi = A:'^(snc^Ä — sn^ ii) gefunden wird, so ist 

rj dncacn^udu cn'ugu 

^ 7] snSTV /^ sn*w\ ' 

sncacnc/7.( 1 ;— J snasnc^zi 1 =— ) 

V snc*a/ V snc'a/ 

oder 

/■* cn^udu 
7] sn*u\ * 
soasncai 1 r- ) 

\ snc'a>' 

Führt man dieses Integral auf die drei früheren Integrale vierter Classe zu- 
rück, so erhalt man 

cn^iidi« dna • »/«^ ^ x snca 



(1.) '(B{K, a-K)^ '© (it- v,a — K) 



•/ snasncai 1 r— J 

\ snG*a/ 



(2, 

•/ snasncaf 1 — 

snc*a 



snasnca 
Benutzt man die Reihe 

u = ami#-f <Ji&U*(dmti)-f.(yiÄn^(amfi)-f (T5Ä«*A'(amir)-f •.., 
so Idfst sich auch die Reihe für 'iS.{u,a) zur Anwendung bringen, weil in ihr 
dieselben numerischen Coefficienlen cTj, Js« (T3, ... vorkommen. 

Da nun aber 11= lncadnca.t6 = : -«.tnc^a ist, so erhalten 

sna tnca ^ 

wir sofort die Reihe 

cn'fi du 



(3 



yJ snasnccyfl 5 — ) 

\ snc a/ 



= atcXan9(j|^) + ^{ami/(tnc^a«0,) 

-f<J2*U^(amti)(lnc'fl — 0p)4.(y3Än'(ami/)(tnc'Ä — 4)H }, 

in welcher wieder // == y« — s- und 0p=-3 — — 1 ist. 
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r 

Das rte Glied der von Klammern umschlossenen Reihe bat tnc^a— <9» 
znm Factor, und da beim Wachsen von r ins Unendliche, tft^^^^ ^^^ Grenze 

von 0, ist, so ist tac^g- j^cn^g = ^,^^,^ j^cn'a = )^,^^^ ^ 

= -^ni — i — = dn^ötnc*a = -r-i— 1 — r— ? «'so ist die Grenze des Factors 

Inc'/z — 0«: 

(4.) dn^atnc^n = 7-1 — -^^ — r-- 

In sehr tingflnstigen Folien, in welchen nemlich tn^a einen zu kleinen 
Werth hat, und also die so eben bestimmte Grenze zu grofs ist, kann man von 
der Anwendung der Reihe (3.) absehen und unmittelbar nach den Formein (2.) 
selbst rechnen. Solche ungünstige Fälle werden aber selten eintreten, da das 
Integral '@(iSC — u, a — K) schon voraussetzt, dafs die Summe {K — ii)-|-(a— ÜC) 
< K, also a — u <: K, oder auch 

0. <: u-^K, 

dafs dagegen a — K positiv, also 

a-> K 

sei. 

Zu s atz. Überhaupi sieht man, dafs die Reihe einen negativen Werth 
hat, wenn a^K ist, und dafs sie positiv wird, wenn a<iK genommen 
wird. Setzt man K — a statt a, so ergiebt sich 



\ sn'fl/ 



= ^'^(u,K-a) = P— 

%J snasnc 


= atcStan9(^)-f- ^{aiDK(ln'/7-4,)+<J,*'A'(amM)(tn*«-0p) 

-f J,*n» (am tt) (ln*a — 4H- ^j ^^^ ("» «) (»n*« — ©„) + ' • •} , 
wenn P = -vtT-r~ «nd 0p = T 1 genommen wird. 

r 

Die Grenze des Factors tn^Ä — 0p ist aber 

dnc*a tn*« = ^ t a % ' 
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§. 11. 

2. Reihen für die Integrale dritter Classe. 

Die Reihen fär die Integrale dritter Classe erhalt man leicht aus den 
fQr die Integrale vierter Classe hergeleiteten, indem man in letztem ai statt 
a setzt, da bekanntlich 

ist. Hiernach erhallen wir sofort fär die Integrale 

; o/ \ fhf^sn'a cn'a dn'ö sb*ii an 
Ä(a,«) =y i_M^asn'u 



^ ' J i — dn''asn*ti ' 



fji, V /•in'adn'fldn^iiöu 

^ ^ ' J 1— dn'*£isn*ii 



folgende Reihen: 

(1.) 'S(ti, a) 

= arc lang (Ksn'a tn u) — k'sn'a am ti — k^an'a cn'a dna {r]ii}(am «) 0^ 

-\- i?,Ae i^am u) 4+%Ä*X»(ain u) 4 -f i?4Ä*A*(anitt) 0^+ • • •} , 

(2.) 'C(tt, fl) 

• 

= arctang(Ar'sn'iilnti) — Ar^sn'a8nc'a{amti0p-(~^i^^HB"^^)^P 

+ <J2Än^(amti)0^ + (y3Ä«A^(amti)4,+<^4*^^>m«)Öp+'} 

(3.) 'D(u, a) 

= arctang(Ä'sn'fllnii)-f -^^{amii — *p-f^i*^^*(®™^)*/> 

+ €2Ä*^'(amti)*p + «3&n^(amii)*p + €4*«A*(amti)*^+...}, 
wenn in diesen drei Reihen 

dn'*a 1^1 ^ 

(4.) ,i = -^ = jjj;^; 0, = j,^jj^-l and - *, ^ l-Ä^snc^ci 

gesetzt wird. Wird u = K gesetzt, so erhält man für die sogenannten voll- 
standigen oder bestimmten Integrale die Reihen: 
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(5.) 'S{K, a) 

= |n{l~Ä'8n'a — Ä"sn'flcn'adn'tf(i7i0p+%^Öp+'?»**®/;+»?«*"4'+ '••)}, 

(6.) 'C{K, a) 

(7.) 'D{K, a) 

r r 

Die gemeinschaftliche Grenze der Functionen 0^ und 0^, bei wach- 
sendem Index r, ist 

rft ^ _*_ — ^"^''^ _ (L JLV 

^^•^ ;^— 1 "~ ft'*snc'*a ~ V*''cn'a/' 
und sie ist desto kleiner, je kleiner der Modul Ar und das Argument a des 

r r 

Parameters sind. Obgleich hiernach die Functionen Op und 4>p^ bei ohne 
Ende wachsendem Index r, immer zunehmen, so bringt es doch ihre sehr 
langsame Bewegung gegen eine feste Grenze hin mit sich, dafs dadurch die 
Convergenz der Reihen wenig leidet und sie so ziemlich als constante Factoren 
betrachtet werden können, die übrigens einen desto kleineren Werth haben, 
je gröfser p ist. Gerade auf dieser Eigenschaft beruht aber auch die Mög- 
lichkeit der Berechnung und Anwendbarkeit der Tafeln fflr die Werthe jener 
Functionen, da es nicht nöthig sein wird, die constante Differenz von /i<C0,1 
zu nehmen, wenigstens dann nicht, wenn // schon beträchtlich >» 1 ist. 

2u den Integralen von der dritten Classe gehört auch das Complement 
8^,K, K'—a) - S{K^ n, K'— a) des Integrals S{K-^u,K' — q) erster 
Classe, welches = ist für ti = 0. Bezeichnet man jene Differenz durch y, 
80 folgt aus der Formel 

^ct/ N dnc'flsn^wöu 

sofort 



tnC«snc"a(l + il^) 



dn^a 8nc*f4 du 



oder, nadi etner leichten Umformung, 

^ dn^acn'udti 

.^ ~ tn'a(l— dn'*a8n*w)' 

CreUe*8 Jonrn»! f. d. M. Bd. XU. Heft t. 17 
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Hiernach haben wir also zanächst: 

(9.) S(K,Ä'-«)-S(ir-.,K'-«,=y^j«5^?^ 



= , t ^A p 'C!{u, ä). 

tn'adn'a ^ 

Da nun eher . " . = ^°. ^ 'fi = k^sn'a snc' aCu- .., ,, J ist, so darf man 
die Reihe 

nur mit p; — j^- multipliciren and die Reibe (2.) vom Prodacte subtrahiren. 
Dadurch erhfllt man die Reihe 



II 



(10.) SiK,K'-a)-S(K-u,K'-a) = -_^_ - 'C(«, «) 



in'adn'a 

/ dn* aen*udu 
tn'a(l 



dn'*a8n*ti) 



= — arc tang {k^sn'a tn u) -f Ar^ sn'a snc'ö iam u (^1—71 — h ^p) 

in welcher wieder 

^ und = — i_— 1 



ist. Die Grenze des zweigliedrigen Factors m ^jt "f ^p^ bei wachsendem 
Index r, ist aber gleich 

Obrigens lafst sich das Integral auch nach folgenden Formeln finden: 
(12.) SiK.K--a)-SiK-u.K'-.)=/.;^^^^l^ 

^ 

dn'« fcfr 
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3. Reihen für die Integrale von der sweilen Classe. 

§. 12. 

a. Erste Art von Reihen für die Integrale zweiter Claaae. 

Die Integrale zweiter Classe gestatten anmittelbar keine solche Reihen- 
Entwickelangen, wie die Integrale von der vierten und dritten Classe, weil 

für sie p positiv nnd <C 1 9 also die Functionen 6p und 4^p sAmmtlich 
imaginftr sein wOrden; wohl aber lassen sie sich auf die Integrale vierter 
Classe sarflckf Ohren ; nnd swar auf swei verschiedene Arten, indem man 
von den in (§. 134.) der Theorie der Modular-Functionen und der Modobir- 
Integrale zusammengestellten Formeln Gebrauch macht. Benutzen wir zunfichst 
die Formeln 

(j(«,«) = 'D(«,js:_«)-.arca:aii9(-^.^), 

so haben wir nach ($. 9.) zunfichst 

_ 1 



— *^ = 1— dna 

-f (ri*»i»(anitt)Ö^-j-<r,**A*(anii»)©p+«r,A";i»(amfi)Öp -|- • • •}» 

4-ex**X'(amtt)*p-f-ej**i'(ami»)*p+«,A^X»(ami»)*p+ • • ). 
Nach ($. 33.) der Thterie der Hodolar-Fanctionen ist aber 

also lassen sich in Anwendung dieser Formel die beldmi ersten Glieder 

17« 
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vereinigen. Die Reihen sind dann 

(2.) @(«,«) == -log|/{±^^|f=^ + ^{am«0, + «r.Ä'A'(am«)0, 
(8.) St«, .) = ..g/4+^Bg^ + I!^(.„„-i,+..*.l.(„.,i, 

Aufser diesen beiden Integralen zweiler Classe giebt es noch ein drittes, 
zu eben dieser Classe gehörendes Integral, welches sich mit gleicher Einfachheit 
durch eine Reihe ausdrücken lAfst; nemlich das Integral: 

(4.) T>(K,K-a)-^{K-u,K-a) = f ,, ^;f ^;^ , ^ 
^•'^ ^ ^ ' ' J tna(l — &*8n'usn*u) 

dna I /^/ X 



•11— S(fl,ii) 



sna 



sna snca 



-©(•i,a). 



Benutzt man den Ausdruck - — •ti-f ©(ti^a)) so erhält man sofort die Reihe 



I ' 



4.«r,*^i*(anii«)(l + 0p)-i- <y,*»A»(am«)(l + 0^)4-... <r,&»'r(anitt)(l -f 0^)} 



Da non aber * + ^p= 2j^'''-®''= 2;=r**'5P7*^p' *° '^* 

«r,A»'i'(ami»)(l + 0p) = pl5-.._^.<r,r(ainti)öi ftr r > 

= ^|r5j5j-i?,.A'"(amii)e ftr r > 0. 
Da feroer 1 -|- = -r — ist , so ergiebt sich die Reihe 
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t>{K,K—a) — t>(K—u,K—a) 

, ,/44-dn(a — u) , amu , dna . ,., ^kA^ 
^r 14-dii(a+ii) ' tna * Uiasii*a^'* ^ ^ ^^ 



(5.) ^oder auch 

t>{K,K—a)-^(K—u,K—a) 

®f l + dn(£i+u) ' tna ' cnc*« i '* ^ ^ p 
+iy2Ä'A'(amti)4+^3**A^(ainti)4+^4*®^*(amii)0p+--}. 



r r 



Die gemeioscbafUiche Grenze der Functionen 6p und 0p in den vorsiehenden 
Reiben ist 

Setit man u = K, so erhfiU man die Formeln 



also 



oder 



Zasats. Setzt man y = \ogy-Q fflr Q<iP, so ist 

V = arca:an9(-fe^ 



3:angv 



Hierans folgt 






&iny> 



i(P-0) 
ViP.O) ' 



^^^ •(P. (?) 
Setat man non v> = log| /| j;^°j^;^^\ also 

P = 1-f dn(«~«), Q = 14-dn(«+i»), 



rN 
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so ist 

|(P_(?) = i(dii(fl-«)-dn(a-i-«^: = **»'"'f V""r" 
und 

i(P4 (?) = 1 f i(dn(ii— ti)+dn(fl+«)) = j,^«^^«^;^*^ 

Da ferner nach (§• 37. Formel 10.) der Theorie der Hodular-Functionen imd 
der Modular-^Iale^ale 

ist, so ist 

^ r-i { i'snacnasnucnu 1 ^ rr S 1— -Jp'sii'asii'u-f-dnadoii 1 

M ^ f i'snacnasnucnti 1 . ,/14-dn(a— u) 



S. 13. 

L Zweite Art von Reihen für die Integrale Yon der zweiten Classe. 

Nach (§. 134.) der Theorie der Hodular-Functionen und der Modolar- 
Integrale ist auch 

_. X itrs., \ CM o* /sna snuN /^i'snacnadnasn'iidM 

@(ti, a) = '©(IT,!!) — Ate Sana ( ) = / 3 — ».t^^t ^k 



^. V €m et» f sna sniiX ,^. . /^Jp'snasncacn*« 

^ ' ^ ^Vsnca sncii/ ^v ^ / y j — Üp'sn'iisB* 

^/ \ MO' /sna snti\ f/^/^ x /*tnadnadn*ti< 

2)(ti a) = Site Sana ( )— ©(«j«) = /i — ei — i — i 

^ ^ ' ^Vsnca sncu/ v ^ / j j — **sn"asn* 



du 

II 



Setzen wir daher, wie in (§• 9.), 

(1.) p = n — i— ; öp = -4 1; — *p=l — dnca; 

so erhalten wir sofort für unsere Integrale die drei Reihen: 



-f e, A*A»(tin «) . *p -I- e, *«^' (am «) *p -f . . .|, 
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4 ' 1 {^1^ (amtf) 0p 

' tnca ' cn*« «'* ^ ^ p 

Aus der Formel dn(tf + tr)= ^»«^"«Tdntitnfi .^ (5.33.) der Theorie 

^ "" ' dnutna+dnaUiti ^^ ^ 

der Modolar-Fanctionen folgt nun aber, in Beachtung dafa diic(a+ti)= . ^_ 

iat, leicht die Formel 

und setit man bierin K—a statt a, so erhftlt man 

Durch Anwendang dieser Formel erhilt man dann die Reihen t 

-f e,*»l*(ain a)*^-f «,*"i»(aai«)*p+ • • •}, 

+ <rj*»X»(am «) 4 + i^jÄ^i'CaiB «) öp + • • •}, 

/•j 1 4\/^ \ I ,/*'+dn(a — u) , amu , V*tnadBa, ,i, .J 

(4.) ©(«,a) = -logy ^j:d,;,^«,/ + ü;^+ a.*a fa^'C"«)^^ 



p 

t 



+ih*^i'(amii)Öp+i?,*»X'(amtr)0^+i?4ik*i*(aiiiii)ep+-}- 

Seilt aMUi P=^-f ^''C^'^)) = ^+dn(a-f tf), wie am Schlüsse des 
vorlgeii Paragraphen, so ist 
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^ ,n ä^s \fA f. ^\ j/i\ Ä'snacnasnu cnw 

i(P_0) = i(dn(«-«)-dn(«+«) = _j_,_,___, 

^(P-fO) = Ä'-fi(dn(fl-tt) + dn(a+tt)) = -i ^_j^.g„,^g„T„ , 

VV*^.V; — y(i_A«sn«osn»«) ' 
also 

9, rr ^ \}i(\—h*%n*ava*u)\i.Tia dn«" ] „ ^ r t'gnacnggnwcnw 1 

~^"*'*''L{Ä'+dnodnM)/(l-Ä»sn»osM»M)J~"'""'*'*"9LÄ'(l-Ä»8n'«sn»«)-J-dn«dntJ 

== 8t,cSans(i^)-arcStan9( ^""^"" )• 

^ Mnca/ ^xsncasncfi/ 

4. Reihen für die Integrale erster Classe. 

§. 14. 

a. Erste Art von Reihen für die Integrale erster Classe. 

Setzt man in den Integralen dritter Classe K^ \%K— a statt a, indeai 
man von den bekannten Formeln 



A'snc'a ' ^ ' ^ ~ dnc'a ' 

cn'(K'+iÄ:-ii) = 4—7-. dn'(Ä:'+tÄ:-Ä) = -iÄtn'a 

Gebraoch macht, so verwandelt sich 

.« f f j f . i'tn'adn'a 

K^ sn'ii cn'a dn n in tz , 

cn"a ' 

/k'^sn'nsnc'a in H — ; ip-. 

' sn'asnc'a ^ 

tn'ndn'a wieder in -{- tii'a dn^a^ und 
— dn'^ö in -f A^tn'"«.- 

daher verwandelt sich hierdurch 

—'S{u,a) in -f Ä(fi,fl), 

'C(«, a) in A-; , ,, i" , „ TT = 'DiK K'^a)^'D(K-u, K'-^a\ 

^ ' ' J swasnda(\'\-lrtB!*a«Ck*u) ^ / \ ' /-> 

Da ferner in den Reiben (1., 3., 3. §.11.) /»== ..« ^^ " fc* ' ^•''» 
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86 verwandelt sieh p in ^\n'^af es wird abo jf nei^liv. Setzen wir daher 
jetit —p statt p, wodureh sich 

^pt ®p9 ®/o ••• i*^ — ^p'i ~%^ — %'i •"• 
rad 

Oll 11 

verwandeln , so erbalten wir die gesachten neuen Reihen: 



rA-K Q3, \ ^ f tau \ , amt4 , A'tn'ndn'a r ,• ' v A 



I. . _ . _ t . . « » 



(2.) 'D{K,K' -a)^'D{K-u,K' -a) = /^-^^ . /.l^,. ri r-r 

^ ^ ^ ' ^ * ' J sn'£isnc'a(i-|-&*tn''asn^fi) 

^V'Snc'«/ ' sn'asnc'a * p i * v > p 

+ J2ÄU'(amti)(yp4-J3^>t^(amtt)^p+<J4A*'^*(amti)^^ •••}, 
(8.) D(u,a) = arctang(^)--i;^{amii-*; + «,Ä^^^ 

+ «2Än^(amii)*;+«3A:**'A\amfi)*;4-*4A^i\»in«)*pi 
worin nun 

(4.) /i = In'^a; Ä = l-sn'a; _*; = -i 1 



sn'n 



r r 



ist Die gemeinschafUiche Grenze der Functionen ffp und 0p, beim Wachsen 
des Index r ins Unendliche, ist aber 

i _ 

woraus erhellet^ dafs die Reihe 



cn'*fl/ 



&p, %, ffp, 0^p,... ffp 
zwar immer divergirt, und die Reihe 

I, t $ *- 

ii^ db' db' M M 

P' P> ^^p^ P' • • • P 

dann divergirt, wenn sn'ii(l -f an'a)>> 1« also sn'ii;> j^()^(5— 1)) ist, dafs 
abar Jede solche INvergenz in so hohem Grade retardirt, dafs diese Fune- 

Cr^ne^i ioornil f. d. M. Bd. XLI. H»ft :». 18 
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lionen auf die von den Obrigen Factoren herrfihrende Convergenz einen gaii£ 
unerheblichen Einflofs haben. 

Setzt man u = K, so ist die Convergenz in den Reihen am schwäch- 
sten und man findet 

(5.) SiK, a) = {n i^-1 + l^y^^^rt,ef,^rt,ie% 

(6.) 'DiK,K'-a) = i^jl4.-_,-i_(^^4-J,Ä»^^-LJ,Ä»^^ 

(.7.) D{K, a) = ^„ji4.^(_*;+,,Ä»*;4-*,Ä«*; 

$. 15. 
b. Zweite Art Yon Reihen fär die Integrale enter Classe. 

Setsta wir in den Reihen ($. 12.) jetst ai statt a, so wird p wieder 
negativ; setst man daher gleichzeitig — p statt p, also 

so erhalten wir die Reihen: 

+ (T, Ä«A>(ani tt) ©; -f <y«*«i*(am «) e'p + . . .}, 

(4.) '/^(JS:, Ä:'-fl)-'/?(JSr-ii, K'-a) = A-^ . ,, ?",,, ,, r-r 

^ ^ ^ ^ ' ^ ^ ^ ./ sn'asnc/a(l-f A*tn'*asn'ti) 

sn'asnc^a v j / 

= — r — tt 4- t;(ii, a) 

n — 0(11, II) 



tn'0 
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Der den Reiben an der Spitse stehende Areas ist nun ein cycltscher, nemlich 

. • r indabtkuQnu "l 

1 — onc^*acn*f<»f8n(/odnii "1 

snc'aCl— snc'adntt)y(l+**ln'«asn*u)J' 

. r cntfiidnc^tf snucnu "] 

= arctangf— j ^ — ti— ) — arctanff(— j^)- 

r r 

Die gemeinschaftliche Grenze der Fnnclionen 6^ und ^ ist jetzt cnc'^n. 

r. Dritte Art von Reiben für die Integrale von der ersten Classe. 
Setzen wir auch in den Reihen ($. 13.) ai statt a, so wird 

(^•^ "=0^^-' ^''=*^-*' -* = l-Ä'snc'fl, 
and die Reihen sind 

(2.) S{u,a)= y + J^{amtt-*p+«.*»A»(am«)*p-l-«,Ä*inain«)«4 

-f-d,A;"A'(am«)0p+ • • •}, 
(4.) D(u,a) =: — 9 -f- Ar' m' a am « -{- A^ sn' a cn' a dn' a [fii i} (am u) 0^ 

-j-i7,ÄU»(am«)0p-f»7jÄ*i'(amtt)0p+ • • •}• 
Der an der Spitse der drei Reihen stehende cyclische Arcus ist 

. r dntfosnticnM "i 

V ~" "'■®'"'Ltnc'«(dntt+*'8iic'o)y'(l+*»tii'»a8n*u)J» 

r ygn</a(14-jlt*tn"a8n*«)+dntt l 

— arc cos L(dn«-}-*'snc'a)»'(l +*»tn"a sn^u) J ' 

. [" dntfo gn w cn ¥ 1 

— «••cwngLüJ?7**'8no'a(l + *«ln'»o8n»ii) + dn«J' 

= arctanff(A;'siiatn«) — arctanffl — :3— • )• 

18* 
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Aus den oiitgetlieilteii Reihen lasBen. eich andere herleiten, welche nach 

Fonclioneti von X''um\ku, -r-} ^^^ V'iin — dimcu) ferlschreiten. Da ihre Her- 

ieituug sehr einfach ist, so flberlassen wir sie fOglich dem iLundigen Leser. 

Benutzen kann man auch xar Vermehrung der ConVergenz der Reihen 
bei den Integralen vierler Classe die Formeln 

bei den Integralen dritter Ciaäse die Formeln 

•«r(ii,fl) = CXK,K'-a)-C{K-u,K'-a), 
'C{u,a) = DiK,K'-a)-D(K-u,K'-ay, 

bei den Integralen zweiler Classe die Formeln 

und bei denen erster Cl«sse die Formdln 
Monster, im September 1850. 




137 



IL 

Einige ßeitieiisainniinuigeii, vermitteit dureh die 
bestinunten Integrale J^^^ cos bx.dx and /^e^^sinbx.dx. 

f 

(Von dem Herrn Dr. Dienger zu Sinsheim bei Heidelberg.) 



Oekanntlich ist fOr a>0 und ffir ein reeUes h\ 






Desgieiebea ist: 

f 2 1 )*^° ^^ ^^"* iF -f sin 2j: -f sin 3x -f • • ' 4" ^^'^ ^ == '^''^ i (''4" * ) ** • sin ^n^r, 
f8in^ar[cosx-{-cos2a7-f cos3:r-j~ *" -f ^^^'••^J = cos4(»-f l)j?.sin^iw?. 
Nan ist 

/^ir"" •' sin ra? . sin r/io? . 5ar 



• 



\\f^^^^coB{m-^r)x.dx—i e^*'cos(«i-{-r)d?.itel 



(8.) 



/ «■■"**sini/ix.cosr;F.i/jp 







l[y^e-^'sin(m4-r)a:.öj?— /^-«'sinCr — m)jr.e;r] 







Multiplicirf man die erste Gleiehang (2.) mit e'^'' und integrirl von bis oo, 
so erh&ll man^ sufotge der Formeln (3.), nach einigen leichten Reductionen: 

^^'^ [4a*+r][4a*+3*] + (4«» +3*) (4a* +5«) + (4«* +5») (4a» +7») + *"* 

I n . \(n\\)n 

"•' [4a»+ (2w — 1 )*] [4a* + (2/* + 1 )'] "" [4a'+l][4a«+(2w4- 1)"] ' 

_ • 

Eine solche Gleichung drQckt aber bekanntlich nichts weiter als eine Iden- 
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titst aus; sie wird demnach inreh jeden Werih von a erffllH: voraosgesetst, 
dafs dadarcb nicht irgend einer der Nenner sich anf reducire. Setzt man also 
dt statt a in die Gleidiong (4.), so mufs sie ebenfalls noch bestehen. Dies giebt 

^^•^ (4a*— l»)(4o»— 3») "T (4a»— 3»)(4a*— 5*) + (4a»— 5*) (4a»— 7») + *" 

j » i{n+l)n 

'" 1" [4a»— (2n— l)»][4a»— (2»+!)»] ~ (4a»— l)(4a»— (2n+l)») ' 

Desgleichen folgt fflr 4i = 0: 

fa-. 1 I 2 , j » i(n-]-i)n 

KO.) j. 3» i-3.5, 1- • • • T(2„_i)t(2„^i)t — (2„^i)f 

Fär a = 1 zieht man ans (5.) : 

^'•^ 1.3.5.7 +3.5.7.9 + 5.7.9.H + ' * * "^(2r— 3)(2f.-l)(2n+l)(2ii-|-3) 

— (» + «)'» 

~ ""^ 6(2n— l)(2n+l) * 

Lafst man in den Formeln (4. nnd 5.) n gröfser and gröfser werden, so 
ergiebt sieb: 

^^•^ (4a»+l)(4a»f 3») + (4a» +3») (4a» +5») + (4a»+5»)(4a»+7») + ' " 

... ininf. = i-:^r^, 

^^•^ (4a»-l)(4a»-3») + (4a»— 3»)(4a»— 5») + (4a»— 5*)(4a*— 7») + " * 

. . . ininf. = —i'-^;p—j- 
FOr a = folgt ans (8.): 

(10.) p^-|-^4-_^-j. ... ininf. = i. 

Für a = 1 folgt aus (9.) : 

(^^•^ 0X7+3X7:9 + 5.7.9.11 + •• '"'"'• = '^• 

Desgleichen erbftlt man ans (9.) fflr a = ^: 

12 3 11 

(^^•^ 1X577+ &.t.9.11 + 9.H. 13.15 +"'^"'"^' = STF = 96' "•"•^' 

Verfährt man auf gleiche Weise mit der zweiten Gleidrang (3.),^ 
erhalt man aus ihr: 

nq-l 8(a»-l»)+2 , 8(a»-2«)+2 , 8(a*-3*)+2 . 

*-'*'*^ (4a»+l»)(4a»+3») i" (4o»+3»)(4a»+5») "1 (4a» +5») (4a» +7») "r 

, 8(a»— n»)4-2 2B(4a*— 2n— 1) 

' r L4a»+(2n— l)»][4o»+(2»+l)»] ~ (4a»+l)(4a»+(2«+l)») * 




• • • 
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Hieraas folgt, wenn man ai statt a setzt: 

nA^ 8(a*-\-V)-2 , 8(a'+2*)-2 , 

^***^ (4«»— l»;(4a'— 3») "f'(4a»-3»)(4o»— 5«) ' 

j 8(a'+w*)--2 2n(4a'+2n+l) 

" * + j;4o*-(2«— l)»][4a»— (2n+l)']. ~ (4o»— i)[4o'— (2n+l)T ' 

Lfifst man n bis ins Unendliche snnefamen, so erhält man aus den beiden 
letsten Formeln 

8(a«~l«)+2 , 8(f»'-.2';+2 , 8(a'-3')+2 , . . . 
(4«*+l»)(4o»+3») 1" (4o»+3»)(4a*+5*) "r (4a»+5*)(4o*+7*) "r " * '" '"^' 

1 



— 4a*-j- 1 

■^ i 8(a'-fl*)— 2 , 8(a*+2*)~2 , 8(a*+3*)— 2 , . . - 
\(4a*—V){4a*—3*) + (4a*— 3')(4a*— 5») <" (4a»— 5*)(4a*— 7») T * ' * '" *"'• 



4o»— 1 

Es lassen sieb specielle Reiben aus diesen letztem ziehen; was flbn- 
liohe interessante Resultate wie oben giebt. 

$. 2. 
Allgemeiner als in ($. 1.) ist 

sin ra? [sin X -f sin (2r -f 1 ) X -f sin (4r -j- 1 ) a? -f . • • -f sin (2iir»f 1 )a:] 

= sin(iir-f-l)ar.sin(n-f l)ra7, 

sinrar[cosa?-f co8(2r-f-l)ar-f cos(4r-|-l)j?-^ f-cos(2nr-f 1)^] 

= eos{nr-\-i)x.B\n(n-\-i)rx. 

Behandelt man diese Formeln, in welchen r irgend eine (reelle oder imaginfire) 
Gröfse sein kann, wie die analogen in ($. 1.) und setzt speciell r als reell 
voraus, so erhalt man: 

ni _ \ I ^-i-^ I _ , *''¥ 

^^'f [«•+(r-^)^[a»+(r^-l)^ + Ca*-(-(r+l)'][a»+(3r+l)*] + [«•+(3H-l)'][a'+(5r+l)»] 

, , 2«r + l (wr+l)(n+l) 

■l r [o'+(2nr— r+l)»][a*+(2nr+r4-l)»] ~ [a*-f (r-1)»] [a*+(2»ir+ r+f)T ' 

ra-» g'+r'-l* . oHr»-(2r+l)' , a«+r«-(4r-f-l)' 

^ ^^ [a'f (iwl)»][«'+(r+l)«] T^o.+(^l).][a.+(3r+l)-| -f [«•-H3r-fl)'][o'+(5r+i)1 

, , o«.fr«-(2nr4-l)' raH(w+l)V-('»r+l)*](n+l) 

"T""*"" [a»f (2nr— r-j.l)'][o»+(2nr+r+l)"] "~ [o»4-(»--i)*]K+(2nr+r+tn* 

Setzt man hier wieder ai statt a, so ergiebt sich 
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^^•^ ia*-(r-i)W-(r+i)'] + [«•-(»•+ l)*i||:«*-(är+in + " * 



• • • + [;„._(8„r-r+l).*JK-{2«r+r+l)'] ~ fa»-(r-l)*]|a*-(W-}-r4.<)1 ' 
'-*•'' [a»-(r— in[a»-(r+i)»] T [«»— (r-f l)»j[o*-(är+<»'^ f 



in 



a*-f(2Mr+<)*— r* 



= («*+(wr+l)«-(M-fl)V*>(it+<) 



••■ + [a»-(2«r--r+l)'J[o*— tZwr+r+l)«] ~ [a'-(r-i)»][a*— (ä»r+r+l)*] 
Lfifst man n unendlich grofs werden, so folgt hieraus: 



1 



«*-(r-1)«][a«-(r+l)T + t«*-.(r+l)»)[«»-(3r+t)'l+ •*• ^- '"'"'• 



(5.) 



-f in inf- 



1 

^ g'.f,.»— 1« ., a*-{-r'--(2r-t-l)* , 

r— 1 
2rla»+(r— 1)*] » 

r— 1 



2>-^o'— (r— 1)*) 

Setzt man in diesen Formeln r = |, so erhalt man die Formeln Von 
($.!.)• Speciellc Formeln, als Beispiele, sind folgende: 

1.3 5 . 1 

«•(««+2') "*" («*+2*)(a''+4») + (rt*+4*)(a*^6*) + '* * + *" ^' = + -J^T^ 



(Ö.) 



13 3 4 

a»(«»_2») ■ + («»-i')(«»-4') + («»-4«)(«'-6») + "• + '" '"'• = ■■ 1?"' 

g*— 2.4 . «*— 4.6 , c* — 6.8 , . . . , 1_ 

|(«'+2»)(««+4») "i" (a'-f 4')y+6*) "T (a«+6'U«'4-8») T '•* "^ '" •"'' — ;;Tf4» 

o»+2.4 , a»+4.6 . a»+6.8 , i • • r _ * 

Auch weitere Ableitungen ergeben sich aus den allgemeinen Formeln Imdit. 
Sinsheim, im Januar 1847. 
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12. 

Tabelle der redacirten positiven tem&ren quadrati- 
sehen Formen, nebst den Resultaten neuer For- 
schungen über diese Formen, in besonderer Rück- 
sicht auf ihre tabellarische Rerechnung. 

(Von Herrn Dr. G. Eitenttein, Docent an der Universität zu Berlin.) 



Erste AMhellnns* 

Resultate neuer Forschungen über die reducirten positiven temären 

Formen, in besonderer Rücksicht auf die Rerechnung 

und Controlirung der Tabelle dieser Formra. 

Entstehung und Einrichtung der Tabelle. 

3lachdem mir durch wiederholte Anstrengungen die Lösung zweier 
Haupt-Aufgaben Qber ternäre positive quadratische Formen gelungen war, und 
ich hierdurch eine doppelte Reihe von neuen SAtzen Qber diese Formen ge- 
wonnen halte, erschien es mir wQnschenswerth, sowohl zur numerischen 
PrAfung dieser Sätze, als auch zu Gunsten neuer Forschungen, eine Tabelle der 
reducirten temären Formen von gröfserem Umfange und gröfserer Mannigfal- 
tigkeit zu besitzen, als die, welche Seeher am Schlüsse seines diesen Gegenstand 
betreffenden Werkes consiruirt hat; denn die letztere erstreckt sich, trotz ihres 
scheinbar bedeutenden Umfanges, wenn man sich der von Gaufs eingefflhrten 
Nomenclatur bedient, wie hier stets geschehen wird, und wenn man allein auf 
die hauptsAcblich wichtigen eiffeniiich primitiven Formen Rücksicht nimmt, nur 
bis zur Determinante —25. Dies genOgte schon nicht für meinen nächsten 
Zweck, da die erwähnten Sätze eine sehr mannigfaltige Gestalt annehmen, je 
nachdem die Determinante durch eine oder mehrere Primzahlen theilbar ist, 
quadratische Theiler enthält oder nicht, ungerade oder gerade ist, und im letz- 
teren Falle durch niedere oder hohe Potenzen von 2 aufgeht u. s. w. Der 
Erfüllung meines Wunsches stand indessen die grofse Länge und Complication 
der zu unternehmenden Rechnung entgegen, und ich hätte, hierdurch abge- 
schreckt und ohnedies mit andern rein theoretischen Forschungen beschäftigt, 

Crelte*« Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft t. 19 
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meine Absicht, die Seeber^scl^e Tabelle wenigstens bis zur Determinante — 100 
fortzusetzen, au,fgeben mflssen, wäre es mir nicht durch die tbeilnehmende und 
wohlwollende Unters^Qtziing der Akademie der Wiss. zu Berlin möglich gemacht 
worden, mir die nöthigen Rechenkrflfte zu verschaffen, mit deren HOlfe ich im 
Stande war, diese Arbeit, ohne gdnzliche Vernachlflssigung meiner .flbrigen ma- 
thematischen Untersuchungen, zu Ende zu führen. 

Die in der zweiten Abtheilung folgende Tabelle, welche ich, zum Un- 
terschiede einiger hier im Texte selbst vorkommenden Tafeln, die gröfsere 
Tabelle nennen will, enthält die von Seeber definirten reducirten Formen nach 
ihren Determinanten — D, von — 1 bis — 100, und nach der Gröfse ihrer 
CoefGcienten geordnet; und zwar constituiren dieselben für jede Determinante, 
nach dem von Seeber aufgestellten Satze, dessen Beweis neuerdings von 
Dirichlet^') ungemein vereinfacht worden ist, ein vollständiges System nicht- 
äquivalenter, und die zur Determinante gehörenden Classen reprasentirender 
Formen. Die flufsere Einrichtung der Tabelle ist so einfach, dafs sie kaum 
einer besonderen Auseinandersetzung bedarf; in der ersten Vertical-Colnmne 
befinden sich die Werthe von l) ^ dahinter die Anzahl der zugehörigen Forn>ea; 

sodann folgen die Formen selbst, und es bedeutet (j^^ ^y ^y^ jedesmal die Form 

ax^\a!'f'\'ä*z^A^%byz\%Vx%-\-2b^^xy, In die Tabelle sind nur die pri-- 
mifiven Formen aufgenommen, für welche a, a\ ö'^ b^ b\ 6" keinen ge- 
meipschaftlichen Theiler liaben, da die nicht primitiven, nach Wegnahme des 
gröfsten gemeinschafllichen Theilers, sich schon bei froheren Determinanten 
vorfinden und unnöthiger Weise den Umfang der Tabelle vergröfsern wQrden, 
ohne wirklichen Nutzen zu gewähren. Ferner habe ich die Tabelle in zwei 
Theile getbeilt; der erste enthält die eigentlich primitiven Formen, fär welche 
auch a, a', a", 2b, 2b'j 2b" keinen gemeinschaftlichen Theiler darbieten, 
der zweite die uneigentlich primitiven, für welche a, d , a" alle drei gerade 
Zahlen sind. Unter jeder einzelnen Form befindet sich der Werth von d, 
welcher die der Form zugehörige Transformations -Anzahl angiebt, von wei- 
cher bald die Rede sein wird. 

Diese gröfsere Tabelle ist auf doppelte Weise, nach zwei ganz ver- 
schiedenen Methoden^ theils unter meiner Leitung, theils von mir selbst be- 
rechnet und sodann tmpv dreifachen Controle unterworfen worden, so dafs ich 
glaube mich für ihre Richtigkeit Verbürgen zu können. Übrigens wird man aus 

«) Gegenw. Journal Band 40 Seite 209 ff. 
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Nachsteheodem ersehen, wie jeder etwa vorkommende Fehler aus dem blofsen 
Anhlick der Formen beim Gebrauche sogleich erkannt werden kann. Die 
Methoden haben sich im Laufe der Rechnung selbst dergestalt vereinfacht, dafs 
ich glaube, es werde nicht meine Kräfte übersteigen, die Tabelle später in 
Mufsestunden mit einiger Unterstützung weiter fortzuföhren. 

S. 2. 
Erste Methode der Berechnung. 

Dif^ erste Methode ist die sich zunächst darbietende, von Seeber vor- 
geschriebene, in vielen Stücken bedeutend vereinfacht, nach welcher für jede 
einzelne Determinante von — 1 bis — 100 diejenigen Formen ermittelt wur- 
den, welche den characteristischen Ungleichheitsbedingungen der reducirten 
Formen Genüge leisten. Es würde überflüssig sein, in näheres Detail ein- 
zugehen, zumal da diese Methode, als zu complicirt, sich für die tabellarische 
Fortführung unbrauchbar erweist und nur für die Untersuchung einzelner De- 
terminanten Werth behalten wird. Ich hebe daher, mit Übergehung des schon 
von Seeber Bemerkten, nur einige wesentliche Verbesserungen hervor. Es 
ergab sich namentlich eine unerwartete Vereinfachung des Begriffs der redu- 
cirten Formen selbst, indem diejenigen Ungleichheitsbedingungen, welche bei 
Seeber auf den zweiten Grad steigen , auf lineare zurückgeführt werden kön«- 
nen; man hat hierdurch den grofsen Vortheil, der mühsamen Bildung der bei 
Seeber in vielen Fällen nothwendigen zugeordneten Formen überhoben zu sein, 
und kann aus dem blofsen Anblick der Coefficienten einer Form unmittelbar 
beurlheilen, ob sie reducirt ist, oder nicht. Mit dieser Vereinfachung stellt 
sich die Definition der reducirten Formen in folgender Weise, wobei sich von 
selbst versteht, dafs a, a', a'' immer positive Werthe haben müssen: 

Es giebt zwei Arten von reducirten Formen: 

I. Formen wie ( i ^' i ^/ i j^rf), in denen b, V, V alle irei positiv sind. 
Uauptbedinifungen : 

2b<ä\ 2b' ^a, 2V'^a. 
Nehenbedingungen : 
\ I enn u = a!, so mufs b ^ V^ wenn a' = «", so mufs V ^ 6" sein, 
wenn 2ft = «', so mufs ft"^2i' sein, 
. 26'=ö, - - V'^2b - 
- 24"= ö, - - i'^2A - 

19* 
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IL Formen wie (_J|^_^'_^f)» in denen h, V, V Null oder positiv sind. 
Haupibedingungen: 



2b ^a', 2b' ^a, 2b" ^af 2(*+y+*")^« + «'- 
Nebenbedingungen : 
Wenn a =a\ so mufs b ^ V, wenn ö'= a'\ mufs b* ^ A'' sein; 

wenn 24 =a', so mufs *"= sein, Typus (_,2^_^^o')' 

. 2V^a, . . ^"=0 -, Typus (_J;_^^;S;'), 

. 2b" = a, - . ft' = -, Typus (_J;g';_^f); 

wenn endlich 2(Ä-f ft'+ft") = «+«' ist, so mufs n^2V^b", d.h. 
4''^(a — 24'} sein. Diese Bedingungen , deren Umfang mit dem der Seeber^- 
sehen, wie streng nachgewiesen werden kann, vollkommen abereinstimmt*), 
sind oiFenbar von solcher Art, dafs die Frage nach ihrem Stattfinden bei jeder 
vorliegenden Form nach blofser aufmerksamer Ansicht derselben ohne weitere 
Rechnung unmittelbar mit Ja oder Nein beantwortet werden kann. 

Eine fernere Vereinfachung besieht darin, dafs man fflr die kleinsten 
Werthe des ersten CoSfficienten a die sämmtlichen zu einer gegebenen De* 
terminante — H gehörigen reducirten Formen mit einem solchen ersten Co£f- 
ficienten a priori angeben kann. In der That sind alle reducirten Formen, f&r 

welche a=l ist, in dem Schema (^ q' q^ enthalten, wo fflr (^ 8, (£) 

nach und nach alle reducirten binären positiven Formen **) mit der Determi- 
nante — D und nicht negativem mittleren Coöfficienten 9 gesetxt werden mOssen ; 
z. B, fflr J9 = 7 sind diese Formen (1, 0, 7) und (2, 1, 4), aus denen sich 

die ternaren Formen (o'q'q) °nd (^^'o'o) ^^'^'^^'^ lassen. — Fflr ii=2 
hat man die vier Arten von ternaren Formen 

W93, 0, ^1> W»,-l, h 

in welchen (Sl, S, (£) alle binaren reducirten positiven Formen mit der Deter- 
minante — 2D bedeuten, deren erster Coöfficient %>% ist (so dafs9[c=l, 2 



*) so dab die 5ee6erscben eine Folge der hier gegebenen sind; und noigekdurf. 
**) d. fa. diejenigen, in denen 29^8, <E^ll, ll und C positiv sind. 
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ausxuschliefsen und erst mit Sl =^ 3 anzufaogen ist), und deren mittlerer Coef- 
ficient 8 nicht negativ ist; und zwar ist derjenige Typus ternfirer Formen 
ZQ wfthlen, dessen CoSfficienlen ganze Werlbe erhalten, indem jeder binären 
Form (91, $, S) eine ternäre entspricht, und diese ist die erste der vier 
obigen, wenn 9t ungerade, $ gerade, (E gerade, die zweite, wenn 9 gerade, 
9 gerade, d ungerade, die dritte, wenn Sl, 9, @ alle drei ungerade, die 
vierte, wenn % S, (S alle drei gerade sind; im letzteren Falle, welcher nur 
Statt findet, wenn D gerade ist, stellt (^91, ^S, |(S) alle reducirten Formen mit 
der Determinante — ^D vor, und es mufs in diesem Falle noch fflr 31 = 4 der 
Werth 9 == 2 ausgeschlossen und nur der Werth 9 = beibehalten werden, 
denn die binftre Form (4, 2, (£), in welcher S gerade ist, würde die ternflre 

(_1 0* ) ^^S^^^^^ welche nicht reducirt ist, weil iis=a' = 2, aber nicht 

b ^ b'f übrigens ist dies neben der BeschrAnkung 31 >> 2 der einzige für n = 2 
Statt findende Ausnahmefall. Um also alle ternflren Formen mit a = 2 für die 
Determinante — D zu erhalten, schreibe man in erster Zeile sAmmtliche reducirten 
binaren Formen (9« 9, @) mit der Determinante — 2D und nicht negativem 9; 
mit Übergehung derjenigen, in welchen 9 = 1, oder 31 = 2, und, wenn es Statt 
finden sollte, auch derjenigen, in welcher gleichzeitig 31 = 4, 9 = 2 und (£ gerade 
ist, schreibe man unter die übrigen in zweiter Zeile neue binfire Formen (n^ b, a^% 
welche aus jenen hervorgehen, wenn man von jedem CoSfficienten die Hilfte, 
oder, sollte er ungerade sein, die Hflifte der folgenden um 1 gröfseren Zahl nimmt; 
die noch fehlenden CoSfficienten V und b" so wie das Vorzeichen von b werden 
aus dem Rest von 31 und S (mod. 2) entsprechend den vier obigen Typen erkannt 

Beispiel /> = 42: 
Red. bin. F. det.- 84: (1,0, 84), (2, 0,42), (3, 0,28), (4, 0,21), (4, 2,22) 

Cor, b, a'')=: • m (2, 0, 14), (2, 0, 11), « 

V V =: 0,-1 —1, 

Red. bin. F. det. - 84 : (5, 1 , 17), (6, 0, 14), (7, 0, 12), (8, 2, 11), (10, 4, 10) 

ict, b, a'0 = :(3,l, 9), (3,0, 7), (4,0, 6),(4,-l, 6), (5,^2, 5) 
V, V =: 1, 1 0, 0, —1 —1, 0, p 

Hieraus entspringen die folgenden temfiren Formen determinantis —42: 

/2,2, 14\ /2, 2,H\ /2,3,9\ /2, 3, 7\ 

Vo, 0, -i; ' vo, -I, o; ' Vi, 1, i; ' vo, 0, o; 

/2, 4, 6\ / 2, 4, 6\ / 2, 5, 5\ 

Vo,o,-.i;' Wi, -1,0^ W2,o,o;' 

und diese sind die einzigen , deren erster Cofifficient a = 2 ist. — Fflr a = 3 
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sind die fünf folgenden Arten von Formen erschöpfend: 

( 3, i(a+l), i(S\ / 3, i%, 4{6+l)\ / 3, i(a+l), i(€+l)\ 



( 



3, i{%+ih i(5+l)\ 



UDd die nur für J9 = (mod. 3) Statt findenden (_ J{g '^' |{^). Hier bedeutet 

(Sl, 9, @) alle reducirlen positiven binären Formen mit der Dioterminante — SD, 
in denen 33 nicht negativ und 3l>>7, d. h. mindestens =8 ist; jeder der- 
selben entspricht eine ternäre, deren Art sich aus dem Verhalten von ^, S, 
(E (mod. 3) bestimmt. Ausnahmefälle: fOr die erste Art ist die Combination 
a = 8, © = 3, für die fünfte Art die Combination a = 9, © = 3 zu ver- 
werfen; diejenigen Formen (31 , 3, S), in denen 31, oder (S, oder beide ^ 1 
(mod. 3), sind, wie man sieht, ganz zu verwerfen. Diese Regeln sind voll- 
kommen streng und mit Berücksichtigung aller Haupt- und Nebenf^Ue aus den 
Grundbedingungen der reducirten Formen abgeleitet wordeju. Da. die Tabelle, 
soweit sie von Seeher berechnet worden ist, nämlich bis zur Determinante — 25, 
keine einzige Form enthält, deren erster Coefficient a>>3 ist, so kann dieser 
Theil derselben schon nach den eben gegebenen Vorschriften allein mit grofser 
Leichtigkeit construirt werden. Fär gröfsere Werthe von a möchte das ge- 
wöhnliche Verfahren vorzuziehen sein; der Werth r/ = 4 kommt unter den 
eigentlich primitiven Formen zum ersten Male bei der Determinante — 44, unter 
den uneigentlich primiliven bei der Determinante — 36 vor. 

Endlich ist zur Bestimmung oberer Grenzen für die Coöfficienten a, vi 
n" der von Seeher durch Induction aus seiner Tabelle gefundene, durch Gaufs 
zuerst bewiesene Satz benutzt worden, dafs immer n^V ^ 2D ist. Hieraus 

folgt a^y(2/>), fl'^y(-^) und a"^|^- Bia zur Determinante —13 

reicht man demnach mit a = l und a==2 aus; von />=14 bis J9 = 31 
mufs aufserdem a = S versucht werden; von 19 = 32 bis 62 kommt noch 
11 = 4, von 63 bis 107 noch a = 5 hinzu. Gröfsere Werthe, als a = 5 
können also nicht in der Tabelle angetrolTen werden. 

§. 3. 
Zweite Methode der Berechnung. 

Bei der zweiten Methode zur Berechnung der gröfseren Tabelle wur- 
den, ohne Rückeicht auf specielle Werthe der Determinante, überhaupt 
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alle Combinaiionen der sechs Co£fficieDten aufgestellt, welche den obigen 
cbaracleristischen Ungleichheiten GenOge leisten; für jede dieser Combina« 
tiopen wurde der Wertb vöii 

berechnet; diejenigen Combinationen, för welche sich i9>>100 ergab, wurden 
verworfen, diß Obrigep am passenden Orte in der Tabelle eingetragen. Bei 
der wirklieben Aufstellung gewährte der Umstand wesentliche Erleichterung, 
dafs die Wertbe der Determinante eine arithmetische Progression bilden, wenn 
einer der drei obern Coefficienlen a, a' oder a'* bei unveränderten Werthen 
der ährigen fünf CofifGcienlen die natürliche Zahlenreihe durchläuft; in der 
Tba( kann qsan der Gr$fse D die folgenden drei linearen Formen geben: 

D ^ !^ÄA'*"-«'i''-fl"6"H «(«'«"- *') = ^ + «^. 

O ^ 2AA'6"— aV — «'4'^ +ö"(W — O = JBC' + ö'X", 

in denen iiC und £/ nicht von a; K^, U nicht von a!, endlich K*', L" nicht 
von a** abhangen ; namentlich ist aa' — ^^ die Differenz der arithmetischen 
Reihe, welche die Determinanten für ein wachsendes n" bilden. Als am 
meisten practisch erwies sich folgende Einrichtung. Den Wertben ^ = 1, 2, 

3, 4, 5 wurden nach und nach alle den Bedingungen a^ö'^l/r — j ge- 
nügenden Wertbe von a* zugesellt, so dafs die folgenden 35 Combinationen 
für n^ a! innerhalb der Grenzen der Tabelle sn betrachten waren : 

J,l; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 1,9; l,tO; 1,11; 1,12; 
1,13; 1,14; 2,2; 2,3; 2,4; 2,5; 2,6; 2,7; 2,8; 2,9; 2,10; 
3,3; 3,4; 3, 5; 3, 6; 3, 7; 3,8; 4, 4; 4, 5; 4, 6; 4, 7; 5,5; 5,6. 

Jeder dieser 35 Combinationen entspricht ein besonderer Tbeil der Arbeit, der 
seinerseits aus der Bildung mehrerer Zeilen besteht, die den für die geltende 
Combitoation a, a! möglicben Wertben von b, b\ V* entsprechen ; letztere sind 
1) alle positiven Combinationen, die den Ungleichheiten h'^\a\ b' ^ja^ 
b^'-^ia genügen, 2) alle »nicht positiven Combinationen — b, — b', —b", 
die diesen und aufserdem der Ungleichheit i-f i'^Ä"^i(ö-f iiO genügen, 
wenn man in beiden Fällen diejenigen Combinationen verwirft, welche mit den 
oben angegebenen Nebenbedingungen unverträglich sind. Links am Rande der 
zur Aufnahme der arithmetischen Reihen bestimmten Zeilen wurden die zu- 
sammengehörigen Wertbe von b, Vy b" geschrieben; oben über den Zeilen 
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und gemeinscbafUich ffir alle die lanfenden Werthe von a" = a^, ^-f-l^ 
u''\'2^ ^'-f 3, . • . .; sodann war es nöthig, die Determinante fflr den kleinsten 
Werlli von a", nfimlich n" =^ a', also 2bVV' -aV — a'V^^ i^{^aa' ^V^), 
welches die erste Zahl in jeder Zeile ergiebt, und die Differenz der Reihen 
aa* — V^ zn bestimmen. Nachdem diese beiden Stflcke für jede Zeile berechnet 
waren, wurden die verschiedenen arithmetischen Reihen in den respectiven 
Zeilen durch fortgesetzte Addition der gefundenen Differenz so weit gebildet, 
als es ffir die Grenzen der Tabelle nöthig war, und dies letztere wurde einfach 
dadurch erreicht, dafs man vor der ersten, über 100 liegenden Zahl ab- 
brach. Von den in jeder Zeile die erste Stelle einnehmenden Determinanten war 
noch zu bemerken (da fOr dieselben al' = a* ist) , dafs diejenigen unter ihnen 
verworfen werden mufsten, fflr welche der absoiule Werth von V den von V 
abertriffi; alle fibrigen Determinanten entsprachen wirklich reducirlen Formen, 
die ans dem Ort, den die Determinante einnimmt, sogleich zu erkennen sind; 
mit Übergehung der nicht primitiven Formen wurden die eigenilichen in der 
ersten Tabelle, die uneigentlicben in der zweiten Tabelle unter ihren Deter- 
minanten verzeichnet. Diese Methode ist in gewissem Sinne die umgekehrte 
der ersten, indem nicht zu den Determinanten die Formen, sondern zu den 
Formen die Determinanten bestimmt wurden. Zu gröfserer Deutlichkeit lasse 
ich denjenigen Theil der Rechnung, welcher aus der Combination ii = 4, 
ri'==4 entspringt, mit abdrucken; hier erhalten die unteren CoSfficienten den 
Werth 1 oder 2, wenn alle drei positiv sind, und die Werthe 0, — 1 oder 
— 2, wenn alle drei nicht positiv sind, im letzteren Falle noch mit der Be- 
scbrAnkung, dafs die Summe ihrer absoluten Werthe ^ 4 sein mufs, dafs 
also der absolute Werth von J^6 = A -j- A' -f 6'' nur die Werthe 0, 1, 2, 3 
oder 4 haben darf; da n = </ = 4, so mOssen noch diejenigen Combinationen 
verworfen werden, in welchen der absolute Werth von b den von V fiber- 
triSt; wenn endlich einer der drei untern Coöfficienten den Werth ±2, also 
genau die Hälfte von a oder a! hat, oder wenn genau — 2b = ^ (n -^ n') = 4 
war, so mufsten noch die oben angegebenen, leicht zu erkennenden Nebenbe- 
dingungen erfOllt sein ; aus letzterem Grunde fielen noch die Combinationen 0, 
-1, -2; 0, -2, -1; 0, -2, -2; -1, -1, -2; -1, -2, -1 
fort, und es blieben die folgenden, zu denen die Differenz der arithmetischen 
Reihen 16 — 6'% also 16, 15 oder 12, je nachdem ft'' = 0, ±1 oder ±2, 
und ihre Anfangsglieder 64 -j- 2AA'ft" — 4 (6' -f 4'' -f 6"^) , berechnet wurden: 
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Far die mit einem Stern versehenen Determinanten äbertrifft der absolute 
Werth von V den von V, wfibrend a^ = a", ffir die mit einem Accent 
versehenen ist die Form nicht primitiv; für alle flbrigen sind die entsprechenden 

Formen einzutragen; so giebt die erste Zeile die Formen (j'{ j)? (ri'l)^ 
(t\ t' l)' (t t', I) "*'* ^®" Determinanten resp. —54,-69,-84, —99; die 

«w.H.z.«.gi.'b.<ii. Forme. (t;};J), (|;f;,^), (};};«), (J; J; J) , (};J;|), 

mit den Determinanten resp. —44, —56, —68, —80, —92, u. s. w. f. 
Dieser und eben so jeder der 35 andern Theile der bisherigen Arbeit behält seine 
Brauchbarkeit, wenn die Grenzen der Tabelle spAter einmal erweiterf werden 
sollen, man bat dann nur die bereits angefangenen arithmetischen Reihen weiter 
Tortzusetzen ; allerdings treten immer neue Combinalionen a, a', also immer 
neue Theile der Arbeit hinzu, aber für die bereits vorhandenen Combinationen 
ist deshalb keine andere Rechnung als die Fortsetzung der arithmetischen 
Reihen erforderlich , weil die Werlhe von b, V, V nicht von der Gröfse der 
Determinante, und namentlich nicht von der Gröfse des CoSfficienten a*\ sondern 
nur von a und a* abhangen. 

Crelle'i Journal f. d. M. Bd. XLI. lieft 2. 20 
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Durch verschiedene mechanische Hülfsmittel könnte man die ganze Ar- 
beit noch bedeutend erleichtern: der ermildenden Operation des wiederholten 
Schreibens derselben Zahlen könnte man durch den Drtick zu Hülfe kommen, 
indem man sich für jede Combination a, a\ b, b\ b" bedruckte Blättchen Papier, 
wie z. B. 




mit einem offenen Felde zum späteren Hineinschreibeii des Werthes von a" 
in hinreichender Anzahl verschaffte; ferner könnte man einen Kasten in eine 
Reihe von etwa quadratisch angeordneten Fächern eintheilen, welche die Num- 
mern 1, 2, 3, ... bis zu der Grenze der anzufertigenden Tabelle tragen, und 
dann jedes Blättchen nach Ausffillung der leeren Stelle mit dem VVerthe 
von o" in dasjenige Fach legen, dessen Nummer mit der in der arithmetischen 
Progression auftretenden Determinante übereinstimmt: um jede spätere Ver- 
wechslung zu vermeiden., könnte man noch heim Hineinlegen jedes ßlättchen 
auf der Rückseite mit seiner Determinante bezeichnen. Nach vollendeter Arbeit 
findet man in jedem Fache die zu dieser Determinante gehörigen reducir- 
ten Formen auf einzelnen Blättchen, welche man dann in passender Ordnung 
hintereinander aufklehen kann. Die Kosten eines solchen Apparates in grö- 
fserem Maafsstabe, so wie eines ähnlichen für die binären Formen, würden 
wie ich glaube nicht bedeutend sein. Jedenfalls ist selbst ohne Hülfe von 
dergleichen mechanischen Vorrichtungen^ die zweite Methode der ersten bei 
weitem vorzuziehen. 

§. 4. 

Controls durch Vergleichung beider Methoden und durch Prüfung des Maafses. 

Als erste Confrole ergab sich naturgemäfs die Vergleiohung der aus 
der zweiten mit den aus der ersten Methode hervorgegangenen Formen; sie 
wurde beim Rangiren der aus der zweiten erhaltenen Formen nach ihren 
Determinanten angestellt; nur ein paar Mal ergab sich eine Differenz, dann 
wurde sorgfältig nachgerechnet, um den Fehler zu entdecken und zu verbessern. 
Durch dieses Mittel war es jedoch nicht möglich zu entscheiden , ob nicht viel- 
leicht trotz aller Sorgfalt dieselbe Form beiden Methoden zugleich entgangen 
wäre. Diesem Mangel wurde durch die zweite und dritte Controle ab- 
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geholfen^ welche sich auf die von mir gefundenen, theoretisch bewiesenen 
Sätze gränden. 

Diese Satze beziehen sich theils auf die Anzahl, theils auf das Maafs 
der zu einer Determinante gehörigen reducirten Formen (Classen). Zur Be- 
nutzung der Sätze erster Art war nur die Ahzählung der Formen erforderlich; 
für die Anwendung der auf das Maafs bezüglichen Sätze mössen einige De- 
finitionen und aufserdem die Berechnung der Werthe von (^ (s. §. 6.) vor- 
ausgesetzt werden. Ftkr jede positive ternäre Form existii-t eine gewisse 
endliche Anzahl linearer Sahstitutionen mit der Systemsdeterminante -fl/durch 
welche dieselbe in sich selbst transformirt werden kann; diese Anzahl, welche 
irgend ein Divisor der Zahl 24^ aufser 3, sein kann, zeigt zugleich an, wie 
oft., d. h. durch wie viele Substitutionen jede andere Form derselben Classe 
in sich selbst oder in jede äquivalente Form transformirt werden kann, sie 
ist also eine der ganzen Classe zugehörige Zahl, welche eben so wie die De- 
tenninante für alle äquivalenten Formen denselben Werth behält. Den reci- 

proken Werlh ~r- dieser Anzahl nenne ich das Maafs oder die Dichtigkeit der 

Form oder Classe, ein Begriff, dessen Entstehung ich in diesem Journal 

(Band 3d Seite 120) näher motivirt habe. Die Snrome aller dieser Brüche ^-r-? 

über die zu einer Determinante gehörigen verschiedenen Formen (Classen) 
ausgedehnt, bildet das Maafs fOr die Gesammibeit dieser Formen, oder kurz das 
Maafs für diese Determinante, und unterliegt einfachen von mir gefundenen 
Gesetzen. Die einfachsten der hierher gehörigen Sätze sind in folgender Tafel 
enthalten; ^l bedeutet das Maafs filr die eigentlich primitiven, ^' das fflr die 
uneigentlich primitiven Formen; die Determinante wird immer durch — D be- 
zeichnet^ und P bedeutet irgend eine positive nngerade Zahl ohne quadrati- 
schen Theiler, also ein Product vers^chiedener ungerader Primzahlen, welches 
auch .= 1 sein kann, q eine nicht in P aufgebende, von 1 verschiedene 
ungerade Primzahl. Ohwohl diese Tafel von Lehrsätzen nicht auf Vollstän- 
digkeit Anspruch machen kann, so ist sie doch fflr die Controlirung der Tabelle 
der ternären Formen innerhalb der ihr hier gesteckten Grenzen vollkommen 
ausreichend *). 



') Allgemeinere Sätze findet man a. a. 0. im 35. Bande dieses Journals. 
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Hier folgen die Werthe von SR und ^^ wie sie sicti aus der gröfseren Ta-» 
belle ergeben, zur Vermeidung von Nennern aimmtlich mit 24 mnlliplicirt; die 
Zehner der Determinante stehen links am Rande, die Einer oben in der ersten Zeile: 
Tafel der Werthe von 24SDI für die eigentlieh primitiven Formen. 
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Diese Zahlen sind gefunden worden ^ indem mit Jedem Werthe von J 
in 24 dividirt und die Summe der Quotienten fflr die einzelnen Determinanten 
berechnet wurde; z. B« nnter der Determinante — 13 findet man in dem ersten 
Theil der gröfseren Tabelle folgende Formen mit ihren zugehörigen Trans- 
formations - Anzahlen : 

/1, 1J3\ / 1, 2,7\ A2,5\ / 2,3, 3\ 

VO, 0, O)^ V-1, 0, 0/' Vi, 1, 1^ Ui, o,-i;' 
<rm:8 <r«4 <r>-i6 (f»2 

dividirt man hier mit den Werthen von d, nämlich mit 8, 4, 6, 2, der Reihe nach 

in 24, so findet man die Quotienten resp. 3, 6, 4, 12, deren Summe 25 beträgt, 

und diese Zahl 25 steht oben unter der Determinante 13, nämlich an derjenigen 

Stelle, wo die Verticalreihe 3 die Horizontalreihe 1 durchschneidet Auf dieselbe 

Weise sind die folgenden Zahlen aus dem zweiten Theile der grofsen Tabelle 

gewonnen worden. 

Tafel der Werthe von 2AWi! für die uneigentlich primitiven Formen. 
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Über die Beslimmung der einzelnen Transformations-Ancahlen 9 selbst, 
welche als Elemente dieser Berecbnang tu Grande gelegt werden, siehe §. 6. 

Ziehen wir Eanfichst aus der ersten Tafel diejenigen Werthe von D 
mit den zugehörigen von 2431^, welche ungerade sind und keinen quadrati- 
schen Theiier enthalten, 

J9 = 1 3 5 7 11 13 15 17 19 21 23 29 31 33 35 37 39 41 43 47 
24!Dl=l 5 9 13 21 25 29 33 37 41 45 57 61 65 69 73 77 81 85 93 

1> =: 51 53 55 57 59 61 65 • 67 69 71 73 77 79 83 
24iOt=101 105 109 113 117 121 129 133 137 141 145 153 157 165 

D= S5 87 89 91 93 95 97 

243»= 169 173 177 181 185 189 193 
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so bemerkt man, dafs jede Zahl der zweiten Reihe aus der darüber stehen- 
den der ersten Reihe entspringt, wenn man das Doppelte der letzteren um 1 
vermindert; dies bestätigt die Formel 2)?=2\(2P— 1) für J9=P. Wenn 
man ferner für alle Determinanten von der Form 2P aus der ersten Tafel 
die Werthe von ^^ aus der zweiten die von 3)7' zusammensteUt, indem man 
den ersteren den Nenner 8, den letzteren den Nenner 24 giebt, so erhält 
man folgende Zähler: 

D = 2 6 10 14 22 26 30 34 38 42 

85)? = 1 3 5 7 11 13 15 17 19 21 

243)?'= 2 4 6 10 12 14 16 18 20 

/> = 46 58 62 66 70 74 78 82 86 94 
83)? = 23 29 31 33 35 37 39 41 43 47 
243)?' = 22 28 30 32 34 36 38 40 42 46; 

und hier ist in der That, wie es nach den Formeln 3)? = ^P, 3)?' = ^(P— 1) 
für D = 2P der Fall sein mufs. jede Zahl der zweiten Zeile die Hälfte der 
entsprechenden der ersten^ und jede der dritten Zeile um Eins Itleiner als die 
darüber stehende. Filr die Determinanten von der Form D=^4P wird die 
entsprechende Zusammenstellung 

J9 = 4 12 20 28 44 52 60 68 76 84 92 
123)? = 3 13 23 33 53 63 73 83 93 103 113 
243)?'= 1 5 9 13 21 25 29 33 37 41 45: 
diese Werthe genügen wirklicli den Formeln 3)? = 7^?(5P— 2), 3)?' = VtCS*^— 1). 
Für die ungeraden Quadratzahlen D =:^ 9^ 25, 49 erhält man die Werthe resp. 
243)?= 14, 34, 62, und fiJr die doppelten Zahlen />=18,50,98 die Werthe 
resp. 83% = 12, 30, 56, 243)?' = 2, 4, 6, welche ehenfalls mit den ent- 
sprechenden Formeln in Obereinstimmung stehen. — Die Prüfung der weni- 
gen noch ührigen Determinanten nach den obigen Formeln bleibe dem Leser 
überlassen; man v^ird innerhalb der Grenzen der Tahelle keine Determinante 
finden, welche nicht unter einem der Fälle enlliahen wäre, für w^elche ohen 
der allgemeine Ausdruck des Maafses aufgestellt worden ist. 

Diese Art der Controle, so wie die des folgenden Paragraphen, war 
sowohl für mich sehr interessant, da sie die Richtigkeit meiner Sätze fort- 
während bestätigte, als auch deshalb von hesonderer practischer Wichtigkeit, 
weil sie zunächst das einzige Mittel an die Hand gab, die Aufmerksamkeit auf 
etwa in der Tabelle fehlende Formen zu lenken. Denn fär die einmal auf- 
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gestellten Formen konnte man sich leicht überzeugen: 1) durch blofsen Anblick 
ihrer Coefficienten, dafs sie wirklich reducirt sind ; 2) durch wirkliche aber- . 
malige Berechnung ihrer Determinante, dafs sie an richtiger Stelle in der Tabelle 
eingetragen sind; an ihrer Vollzähligkeit blieb jedoch erst dann kein Zweifel 
mehr, wenn das Maafs für die Gesammtheit derselben mit dem durch die 
Theorie gegebenen Werthe übereinstimmte; zu grofs konnte dasselbe nach dem 
eben Bemerkten nicht sein, es handelte sich darum, ob es auch nicht zu klein 
war, in welchem Falle auf die Abwesenheit einer oder mehrerer reducirten 
Formen hingedeutet worden wdre. Zum Uberflufs wurde die Vollzähligkeit 
der aufgestellten Formen erwiesen, wenn aufserdem ihre Anzahl mit den 
theoretischen Sätzen über dieselbe in Übereinstimmung befunden wurde. 

§. 5. 

Controle durch die Anzahl der Formen. 

Die Sätze über die Anzahl der zu derselben Determinante gehörigen 
Classen nichtäquivalenter Formen . welche mit der Anzahl der reducirten For- 
men übereinstimmt, waren sehr verborgen und äufserst schwierig aufzufinden. 
Indem ich die Entwicklung der Principien, welche mich auf diese und analoge 
Satze für mehr als 3 Variabein geführt haben, so wie die weitere Durchführung 
des Gegenstandes einer späteren Gelegenheit vorbehalte, beschränke ich mich 
hier auf die Angabe der allgemeinen Form des Resultates und dessen specieller 
Gestahung in den einfachsten Fällen. In allen Fällen, die Determinante mag 
zusammengesetzt sein.» wie sie wolle, wird die Anzahl der Classen terndrer 
positiver Formen für die Determinante —D auf die Anzahl der Classen binärer 
Formen für solche negative Determinanten zurüchgeführt, deren absolute Werthe 
mit D, 2D oder Theilern dieser beiden Zahlen zusammenfallen. Bezeichnet 
man Kürze halber durch H.{D) die Anzahl der nichtäquivalenten (reducirten) 
eigentlich primitiven positiven temären Formen für die Determinante — D^ 
durch H\D) die entsprechende Anzahl für die uneigentlich primitiven Formen, 
ferner durch h{D)^ h*(D) die Anzahl der resp. eigentlich^ uneigentlich pri- 
mitiven nichtäquivalenten positiven binären Formen für die Determinante — D, 
so erhält man für die einfachsten Fälle, wenn die Determinante ohne qua- 
dratischen Theiler angenommen wird: 

H{P) -= K-s-Ä(rf)-f sh\d)-^zh{2dy)^^^{P\i), 

H(2P) = i -2'A(rf)+i:S'Ä{2rf)+ i {P^7'), 
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wo P ein Product verschiedener ungerader Primzahlen, d den Inbegriff der 
sämmtlichen von 1 verschiedenen Divisoren von P mit Einschiurs vou P selbst 
bedeutet, und die Summationen rechts sich auf die so definirten Werihe von d 
beziehen; die Buchstaben l, v, q bedeuten ganze Zahlen, welche nur vom 
Reste von P (mod. 12) abhangen, nämlich es ist ;i = 9, A = 11 oder it = 7, 
je nachdem P = (niod.3), P=i (mod.3) oder P=2 (mod.3); y=7 
oder =5, je nachdem Ph=1 oder ^3 (mod. 4); 

(f = —1, 9, 7, 5, 3, 13 für resp., 
P = 1, 3, 5, 7, 9, 11 (mod. 12); 
welche Fälle sich mit Hfllfe des LeyendresüietL Zeichens in 

i = 9 + 2(|), v = 6+(:^) = 6 + (-l)«'-«>, p = 6-3(-ir->-4(|) 

zusammenziehen lassen, wo \^jz=0 zu setzen, wenn P durch 3 theilbar ist. 

Obwohl diese Formeln fOr eine Determinante mit quadratischen Thei- 
lern mannigfach modificirt werden müssen, hat doch das Resultat, wie schon 
bemerkt, immer eine ähnliche Form, indem zur Bestimmung von U{D) nur 
die Kenntnifs der Werihe binärer Classenzahlen h, h' für sämmlliche Theiler 
von 2D verlangt wird, und es können diese complicirteren Fälle mittelst 
der von mir angewandten Frincipien ebenfalls vollständig ergründet werden; 
doch mufs ich gestehen, dafs ich diese Fälle noch nicht so weit entwickelt 
habe, um alle Resultate in fertiger Form hier vorzulegen. 

Wenn beiläufig die Determinante eine ungerade Primzahl — /?= — p ist, 
soläfstsich der Satz Ä(/^) = i(Ä(/>)-fA7;i)-[-/i(2;^^)4--i*j(/HA), wo;L = 9, 
wenn /^ = 3, i, = 1 1 oder 7, je nachdem pEEil oder ^= 2 (mod. 3), in einer 
andern für die Controlirung der Tabelle sehr geeigneten Form aussprechen: 
„Bezeichnet man durch a die Anzahl der redncirten Formen mit der Deter- 
„minante —p^ für welche /i=l oder a := 2 ist, durch ß die Anzahl der 
^übrigen reducirlen Formen derselben Determinante, für welche fi;>2, so ist 
„ce-j 2/5 = iC/J^-f^).'* So findet man z. B. unter /> = 67 in der Tabelle 
9 Formen, deren erster CoSfficient 1 oder 2 ist^ und 2 Formen mit gröfsern 
ersten Coefficienten (// = 3, 4) ; hier ist il = 11 und wirklich ^(67 -]- 1 1) = 13 
=: 9 -| 2 . 2. Dieser Satz ist um so merkwürdiger, da er sich ganz von der Theorie 
der ternaren und binären Formen trennen und blofs nis eineEigensrhafl der Com- 
binationen von 6 ganzen Zahlen a, a', ii\ b, b\ b" darstellen läf^l. für weiche 
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die Ungleichheiten des (§. 2.) erfQlH sind, und der Werlh des Ausdruckes 

aa'a" + 2**'*" - ab^ - a^V' - a"*"' 

eine gegebene ungerade Primzahl wird. Im Vorbeigehen will ich darauf auf- 
merksam machen, wie man bei dieser Gelegenheit durch Induction getäuscht 
werden kann; filr eine Menge von Primzahlen findet sich h{p)'\'h!{p)'\'h{2p) 
= J^(^/;-pA). es wäre dies ein sehr merkwürdiger Satz, aber er ist nur dann 
richtig, wenn (3 = 0^ was freilich am Anfange sehr häufig der Fall ist. 

Mit Zuziehung der von Dirichlel im 19ten und 21ten Bande dieses 
Journals entwickelten Sätze aber die binären Formen kann man aus den obi- 
gen Formeln die Classenzahien h, h' gänzlich eliminiren und auf diese Weise 
durch Verbindung zweier Theorieen neue Sätze über H und H* erhalten, 
von welchen ich Kürze halber nur die beiden Fälle beispielsweise anführe, 
dafs für eine Primzahl p von der Form Sn-f? 

und für eine Primzahl /Ki = 8ii-f-3>3 

erhalten wird, wo A, B die Anzahl der quadratischen Reste resp. Nichtreste 
unter \p, Ä, B' die Anzahl derselben Gröfsen bedeutet, welche zwischen 
^p und Ip liegen. 

Der Einfachheit halber stelle ich hier nicht für alle Determinanten, 
sondern nur für D = P und D = 2P die aus der gröfseren Tabelle her- 
vorgehenden Werthe von H{P}, H{2P) und H\2P) für alle Werthe von 
P <; 50 zusammen, welche man an den obigen Sätzen vollständig prüfen 
kann; um diese Vergleichung, die ich dem Leser überlassen will, zu erleich- 
tern, sind zugleich die Werthe von A(P), A'{P) und /i(2P) beigefügt, so 
wie diejenigen der Zahlen k, r, q; z. B. irgend eine Zahl der zweiten Ver- 
ticalcolumne H[P) mufs sich ergeben, wenn man für den entsprechenden 
Werth von P und fOr dessen sämmtliche Factoren aufser 1 die in der 5ten, 
6ten und 7ten Verticalcolumne befindlichen Zahlen addirt und zum vierten 
Theile der Summe r^j P^^) hinzufügt: 
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Ternäre Classenzahlen 


Binäre Classenzahlen 


1 






p 


HiP) 


H{2P) 


H\2P) 


Ä(P) 


A'iP) 


Ä(2P) 


X 


»' 


C 


T 


1 


1 





1 





1 


11 


T 


— 1 


3 


2 


2 


1 


1 


1 


2 


9 


5 


9 


ö 


2 


3 


1 


2 





2 


7 


7 


7 


7 


3 


3 


1 


, 1 


1 


4 


11 


5 


5 


11 


3 


4 


2 


3 


1 


2 


7 


5 


13 


13 


4 


5 


1 


2 





6 


11 


7 


— 1 


15 


6 


7 


3 


2 


2 


4 


9 


5 


9 


17 


4 


6 


2 


4 





4 


7 


7 


7 


19 


5 


6 


2 


3 


1 


6 


11 


5 


5 


21 


7 


9 


3 


4 





4 


9 


7 


3 


23 


5 


6 


3 


3 


3 


4 


7 


5 


13 


29 


5 


8 


3 


6 





2 


7 


7 


7 


31 


7 


8 


3 


3 


3 


8 


11 


5 


5 


33 


9 


12 


4 


4 





8 


9 


7 


3 


35 


9 


12 


5 


6 


2 


4 


7 


5 


13 


37 


7 


9 


2 


2 





10 


11 


7 


1 


39 


10 


12 


5 


4 


4 


4 


9 


5 


9 


41 


7 


11 


4 


8 





4 


7 


7 


7 


43 


8 


10 


3 


3 


1 


10 


11 


5 


5 


47 


9 


11 


5 


5 


5 


8 


7 


5 


13 



Da es wöDSchenswerth erschien, ein gröfseres, die Grenzen der Tabelle 
aberschreitendes Beispiel vor Ängen zu haben, so stellte ich die redacirten 
Formen für die Determinante — 385 = — 5.7.11 = — P auf, welche ich 
am Schlüsse der gröfseren Tabelle beigefOgt habe. Es fanden sich 15 For- 
men mit der Determinante —385, deren Transformations- Anzahl d^rizl be- 
trägt, 25 bei derselben Determinante, fQr welche J' = 2, ferner 17 Formen 
mit (^ = 4, und je eine mit (T = 6, (^ = 8. Was zunächst das Maafs betriflft, 
so ist also üR(385) = 15-f^i^-f-^^ + ^-}.^ = ^., und die Zahl 769 ist wirk- 
lich, wie es sein mufs, =2.385— 1 = 2P—1. Zur Prüfung der Total- 
Anzahl 59 = £r(385) aller reducirten Formen sind die Werthe der binären 
Classenzahlen A(rf), /i'(rf), A(2d) für die Divisoren rf = 5, 7, 11, 35^ 55, 
77, 385 von 385 erforderlich, man findet: 



d r- 


5, 


7, 11, 35, 55, 


77, 


385 


A(d) 


2, 


1, 3, 6, 4, 


8, 


8 


h\d) - 


0, 


1, 1, 2, 4, 


0, 





Ai2d} — 


2, 


4, 2, 4, 12, 


8, 


32 



Summe -= 4 + 6 -[- 6-|-12-f 20-}-16 4- 40; 
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die Samme oller dieser Zahlen helrigi:S{h(d)-\-h\d)'\h{2d)} = i04 = 4.26, 
und da 385 = 1 (mod.3), also i = ll, P + A = 396 = 12.33, so mufs 
26 4-33 = 59 sein, wie in der That. 

Sollte später einmal die Tabelle der reducirten Formen Ober ihre 
jetzigen Grenzen hinaus fortgesetzt werden, so besteht ein neuer in practi- 
scher Hinsicht nicht zu verachtender Vortheil der obigen Sätze darin, dafs 
man durch Kennlnifs der Formen -^its:^^/ in Stand gesetzt ist, von vorn herein 
für jede Determinante den gerade nöthigen Raum zur Aufnahme der ihr zu- 
gehörigen Formen in der Tabelle beurtheilen zu können. 

Bei den ternären Formen wird durch die hier aufgestellten Sätze und 
ähnliche, so wie auch durch die Sätze des vorigen Paragraphen , die Richtig- 
keit derjenigen Behauptung unzweifelhaft bewiesen, welche bei den binären 
Formen, wo sie von Gaufs angeregt worden ist, so grofsen Schwierigkeiten 
unterliegt: dafs nämlich die Classenzahl mit der Determinante in solcher Weise 
individuell wächst, dafs man immer eine Grenze finden kann. Ober welche 
hinaus die Anzahl der Classen für alle folgenden Determinanten gröfser ist, als 
eine vorher beliebig und noch so grofs gegebene Zahl; es geht dies sowohl aus 
den Formeln für H selbst hervor, als auch daraus, dafs offenbar jHf >> 3)? ist, 
und fflr SS!St{D) seinerseits eine einfache wachsende Function von D als untere 
Grenze angegeben werden kann. Bei wachsendem D ist von den beiden 
Bestandtheilen . aus welchen If zusammengesetzt ist, derjenige, welcher nur 
eine einfache Function der Determinante enthält, von höherer Ordnung, als der 
andere, welcher von den binären Classenzahlen abhängt, und £f wird zuletzt mit 
ersterem allein proportional wachsen *) ; für ein unendlich grofses D kann man 
H=^ setzen; diese und ähnliche approximative oder asymptotische Gesetze 
gehen leicht aus den von Dirichlel gegebenen Principien hervor. Folgende 
Tafel gewährt eine Übersicht über die HäuGgkeit des Vorkommens der ein- 
zelnen Classenzahlen innerhalb der Grenzen der gröfseren Tabelle. Die Reihen 
von Determinanten, für welche £[=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 oder 8, sind för die 
eigentlich primitiven Formen als abgeschlossen zu betrachten, und man wird 
bei der Fortsetzung der Tabelle keine Determinante finden, zu welcher weniger 
als neun reducirle Formen gehören. Um möglichst hohe Grenzen zu ziehen, 
wird man die verschiedenen Fälle der Determinante einzeln betrachten müssen. 



*) z. B. für Dat. ohne quadratischen Tbeiler ist immer H(P) > ^Pj H{2P)>^P 
und im ünendl. genau H(P) — j^P, Ä(2P) = iP. 

21* 
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Eigenllicb primitive Formen. 



Die Anzahl 


kommt vor 


Product 


bei den Determinanten • 


-D, für j 


D = 


1 


2 mal 


2 


1, 2. 






2 


4 - 


8 


3, 4, 5, 6. 






3 


4 - 


12 


7, 10, 11, 14. 






4 


5 - 


20 


8, 9, 13, 17, 22. 






5 


4 - 


20 


19, 23, 26, 29. 






6 


7 - 


42 


12, 15, 18, 25, 34, 


38, 46. 




7 


6 - 


42 


16, 21, 30, 31, 37, 


41. 




8 


5 - 


40 


20, 43, 53, 58, 62. 






9 


8 - 


72 


27, 28, 33, 35, 42, 


47, 49, 


74. 


10 


6 - 


60 


24, 39, 50s 59, 61, 


86. 




11 


6 - 


66 


51, 54, 67, 71, 82, 


94. 




12 


8 - 


96 


32, 57, 65, 66, 70, 


73, 78, 


79. 


13 


5 - 


65 


44, 52, 55, 83, 89. 






14 


4 - 


56 


36, 40, 69, 77. 






15 


4 - 


60 


45, 85, 97, 98. 






16 


2 - 


32 


56, 81. 






17 


6 - 


102 


64, 68, 87, 91, 93, 


95. 




18 


1 - 


18 


76. 






19 


2 - 


38 


63, 75. 






20 


2 - 


40 


48, 88. 






21 


2 - 


42 


90, 92. 






22 


2 - 


44 


60, 100. 






24 


1 - 


24 


99. 






26 


1 - 


26 


84. 






28 


2 - 


56 


72, 80. 






33 


1- 


33 


96. 






Summa 


100 - 


1116 
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Die Anzahl 


kommt vor 


Product 


1 


9 mal 


9 


2 


10 - 


20 


3 


11 - 


33 


4 


6 - 


24 


5 


7 - 


35 


6 


3 - 


18 


7 


1 - 


7 


Summa 


47 


146 



Uneigontlich primitive Formen. 



bei den Determinanten — D, für D = 



4, 6, 10, 14, 16, 18, 26, 50, 98. 

12, 20, 22, 24, 34, 38, 40, 64, 72, 74. 

28, 30, 42, 44, 46, 48, 56, 58, 62, 80, 86. 

36, 52, 66, 68, 82, 96. 

54, 70, 76, 78, 88, 92, 94. 

60, 90, 100. 
84. 



Im Ganzen umfafst also die Tabelle 1116 eigentliche und 146 uneigentliche 
Formen, zusammen 1262, so dafs für die Determinanten von — 1 bis — 100 
die Anzahl der primitiven Classen ternärer positiver Formen 1262 betrfigt. 

Nach vollendetem Druck vorliegender Arbeit beabsichtige ich, die Ein- 
thcilung in Genera, fiber welche ich schon im 35. Bande dieses Journals 
ziemlich ausfährlich gesprochen habe, auf die in der Tabelle enthaltenen For- 
men anzuwenden; diese neue Anordnung wird sehr erleichtert, wenn man 
Gelegenheil findet, die Formen einzeln auszuschneiden, wozu wegen der eben- 
falls bedruckten Rflckseite jedes Blattes mindestens zwei Exemplare erforder- 
lich sind. — Die Anzahl der in jedem einzelnen Genus enthaltenen Formen lAfst 
sich ebenfalls theoretisch angeben, z. B. wenn J9=:/^ Primzahl ist, so existiren 
zwei Genera C^Rp und %^p, siehe a. a. 0.), und fOr beide wird der Aus- 
druck für die Anzahl der in ihnen enthaltenen Classen von der Form 

wo y, /, /', y'" numerische Constanten sind, die nur vom Reste von p (mod. 24) 
abhangen. 

§. 6. 

Berechnung der Transformations- Anzahlen 8. 

Der Bestimmung der Transformations -Anzahlen (siehe §. 4.), durch 
welche die Tabelle einen ganz neuen Zuwachs gewonnen hat, liegen folgende 
beiden Tafein zu Grunde , aus welchen man leicht die das Problem der Trans- 
formation fQr positive ternäre Formen vollständig erschöpfenden Lehrsätze ab- 
leiten könnte, die aber gerade in der hier vorliegenden Weise am besten zum 
praclischen Gebrauche geeignet scheinen. 
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L Tafel für die Formen (i ^' i ^' i ^rr) mit positiven unteren 





Codfficienten. 




No. 


Bedingungen. 


/ 


A (1) 


keine Bedingang 




(2) 


« — 26' — 2b" 




(3) 


a = 2Ä', *" = 2A 




(4) 


a — 26", h' — 2b 




(5) 


a'—2h, b" — 2b' 




fi(6) 


a — tt', b — b' 




(7) 


«'—«", *'— *" 




(8) 


« — 24' — 2*", a' — a" 




(9) 


a — 2b' — 2b" —4b,iif — «" 


2 


(10) 


a — (^ — 2b—2b' — 2b" 


3 


C (11) 


tt — a' — a", b — b' — b" 


3 


(12) 


« — «' — o" — 26 — 26' — 26" 


13 



IL Tafel für die Formen (_^'_jf*_^/) mit nicht positiven 

unteren Coöfficienten. 



No. 




Bedingungen 




/ 


Ä (1) 


keine Bedingung 






(2) 


a = 


= 26', 6" — 






(3) 


« = 


= 26", 6' — 






(4) 


fl'= 


= 26, 6" — 






iP) (5) 


« = 


= 26'-f6", a'==26 + 6" 






Ä(6) 


a = 


= «', 6 — 6' 






(7) 


a'= 


= «", 6' — 6" 






iP^ (8) 


a = 


= 0* — *-f-6'4-6" 






io^ (9) 


a = 


= a' — 26 — 26', 6" — 




2 


(10) 


a = 


= «' — 26", 6 — 6' — 




3 


(11) 


a'= 


= a" — 26, 6' — 6" — 




3 


(0) (12) 


a'= 


- fl", fl — 26' 4- 6", a' — 


26 -f 6" 


1 


(0) (13) 


a'= 


= ä", 6' — 6", (T, « — 36 


' 


2 


C(14) 


<i = 


-ö' -«", 6 — 6' — 6" 




3 


(a) (15) 


a = 


= a' — «", a 




2 


(0) (16) 


a — 


= a* — «", oi 6 — 6' 




2 


(<^) (17) 


« = 


= «' — «", 0, 6' — 6" 




3 


(a) (18) 


a = 


= a' — «" — 36 — 36' = 


36" 


6 
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. Folgendes ist der Gebrauch dieser beiden Tafeln. Neben jeder Nummer 
mit Ausnahme von No. (1) befindet sich ein Complex oder eine Gruppe von 
Bedingungen fflr die Coefficienten der reducirten Formen; mit diesen vergleicht 
man jede zu untersuchende Form und zwar entweder in der Tafel I. oder II., 
je nachdem ihre drei unteren Coefficienten , d. h. die der doppelten Producle 
2yz, 2xz, 2xy, positiv sind oder nicht; fflr alle Gruppen von Bedingungen, 
welche bei der vorgelegten Form wirklich erfüllt ^ind, addirt man die zugehörigen 
Werthe von /; die so gefundene Summe 2t giebt entweder selbst den Werth 
von d, wenn nicht mehr als einer (also entweder keiner oder nur einer) der 
unteren Coefficienten der Form den Werth Null hat, oder diese Summe ist 
doppelt zu nehmen oder endlich mit 4 zu multipliciren, je nachdem zwei der 
unteren Coefficienteu oder alle drei =0 sind. Die No. (1) (keine Bedingung) 
in beiden Tafeln dient nur dazu, um anzuzeigen, dafs selbst dann Transfor- 
mationen Statt finden, wenn keine der unter den folgenden Nummern verzeich- 

■ 

neten Bedingungen erfüllt ist, man kann also sagen, dafs diese ^nmmer tvetitif'- 
stens immer erfüllt ist, sie ist demnach bei allen Formen ohne Weiteres immer 
mitzuzählen. Bei diesem Verfahren sind zum richtigen Verständnifs folgende bei- 
den Bemerkungen wohl zu beachten. 1) darf keine Rücksicht darauf genommen 
werden, ob ein Complex von Bedingungen unter einem andern umfassenderen 
schon logisch enthalten isti» sondern die zu untersuchende Form mufs mit jeder 
einzelnen Nummer der Tafeln verglichen werden , abgesehen davon , dafs viel- 
leicht unter den Bedingungen einer späteren Nummer die einer früheren bereits 
vollständig oder zum Theil begriffen sind; so enthält z. B. der Complex von 
Bedingungen neben No. (8) in Tafel I. die sänuutlichen Bedingungen der beiden 
früheren Nummern (2) und (7), denn wenn r/ = 2A' = 2Ä" und ii' = a" ist, so 
kann man dies so aussprechen, dafs erstlich a'=a!* und b' = h" wie bei (7), 
dafs zweitens ä = 2ä' = 2ä" wie bei (2), dessen ungeachtet mufs für jede 
Form, welche der (8) genügt, auch unter (2) und (7) noch aufserdero nach- 
gesehen werden, weil die Werthe von /, wie aus den zu Grunde liegenden 
theoretischen Betrachtungen hervorgeht, sich nur auf diejenigen Transformationen 
beziehen, welche der Totalitat der in der Nummer befindlichen Bedingungen, ohne 
Rücksicht auf deren Zerlegung in einzelne Partialgruppen , ihre Entstehung ver- 
danken; von No. (1) kann man sagen, dafs sie unter allen folgenden Nummern 
enthalten ist, und doch ist der ihr zugehörige Werth t=i bei keiner Form zu 
vergessen, mag dieselbe übrigens keiner oder noch so vielen der folgenden Bedin- 
gungen Genüge leisten. 2) ist zu bemerken: um von einer Form behaupten zu 
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können, dafs irgend eine Nummer ffir sie Statt findet, reicht es nicht hin, dafs die- 
selbe einer oder mehreren der unter dieser Nummer verzeichneten Bedingungen 
genügt, sondern die letzleren müssen sämmtlich und zu gleicher Zeit erfüllt sein ; 
so kann es geschehen, dafs eine Menge der in den Tafeln vorkommenden Bedin- 
gungen bei einer reducirten Form angetroffen werden, und doch nicht in der 
Weise vereinigt erscheinen, dafs irgend eine der auf (1) folgenden Nummern 
der Form zugeschrieben werden könnte; z.B. können alle drei oberen CoÖf- 

(7 7 7\ 
_1 — 2 — 3y' und doch ist 

nur ()= 1 ; namentlich ist bei den Formen der ersten Art (Tafel I.) häufig 
einzeln a = 2b' oder a = 2Ä" oder a' = 2b, tritt aber aufser einer von diesen 
keine andere Eigenschaft der Form hinzu, so ist immer nur J'^^ 1; bei No. (1) 
hätte daher statt ^ keine Bedingung'* passender und vollständiger ^kein Complex 
von zusammengehörigen Bedingungen'' geschrieben werden können, doch ge- 
nügt jene kürzere Andeutung, da es mir hier nur auf ein möglichst practisches 
Verfahren zur Bestimmung von d ankommt. 

Die Eintheilung jeder einzelnen Tafel in A, B, C bezieht sich auf das 
Verhalten der drei oberen Coöfficienten a, a\ a" und dient um die Übersicht zn 
erleichtern, indem z. B. jede Form, für welche a, a'j a'' alle drei verschieden 
sind, nur mit den Bedingungen unter <^ zu vergleichen ist, während die unter 
B und C ganz unberücksichtigt bleiben; sind zwei jener oberen Coöfficienten 
einander gleich und von dem dritten verschieden, so braucht man nur die Nummern 
unter A und B nachzusehen und vernachlässigt die unter C befindlichen. Einen 
ähnlichen Zweck hat das Zeichen a in der zweiten Tafel, welches die nicht sehr 
häufig vorkommende Bedingung a -['^' = 2(i-f A'-fA") bei den Formen zweiter 
Art andeuten soll, und ist dieser Fall, wo er vorkommt, in den Tafeln ausdrücklich 
vorn in der ersten Verticalcolumne angezeigt, damit man diese Nummern sofort 
übergehen kann, wenn die zu untersuchende Form, nachdem man sie hierauf 
zuvor geprüft hat, der in Rede stehenden Bedingung (a) nicht Genüge leistet. 
Hiernach wird man In den meisten Fällen bei einiger Übung ganze Reihen der in 
den Tafeln befindlichen Nummern auf einmal verwerfen und unter den wenigen 
übrig bleibenden Nummern mit Leichtigkeit die brauchbaren herausfinden können. 

Einige Beispiele werden diese Regeln deutlicher machen. Ffir die Form 
(-.i' 0*^^^ keine der vorkommenden Bedingungen erfüllt, also hat man n«r aus 
No. (1) in Tafel IL /=!, da aber zwei der unteren Coefficienten Null sind, so wird 
d = 2', für die Form (2' J' J) ist zwara' = 2*, nämlich 4 = 2.2, da aber 
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nicht b"=2b', so Ist No. (5) in I., die einzige, welche zn vergleichen man 
veranlafst wird, nicht erfOUt, und man hat daher nur aus (1) t=zi und cT= 1. 

Die Form (j^ 2' 2) '^^ ^^ ^^^ '^^^^' '* ^^^ "^'^ ^^^ imlev A befindlichen Num- 
mern, und zwar aufser (1), was sich von selbst versteht, mit (2), (3) und 
(4) zu vergleichen, denn (5) fällt aus, weil nicht ii' == 26^ d. h. 5 nicht das 
Doppelte von 1 ist; jene drei Bedingungen oder Gruppen von Bedingungen 
sind wirklich erfOllt, also sind im Ganzen (1), (2), (3) und (4) erfallt, daher 

^/ = 1 -|. 1 -1 1 4. 1 = 4, J = 4. Für die Form (_J' _\' q) , welche unter 

die Categone der Tafel II. fällt, ist weder (o) erfüllt, da 1-f 1 <1 als die 
Hälfte von 2'\-b^ noch findet Gleichheit der oberen Coefficienlen Statt, man 
wird also aufser (1) nur (2), (3) und (4) prüfen, und da nur (1) und (2) erfüllt 

sind, so ist :S'/ = 1 + 1, (J = 2. Für die Form (J' ?' J) sind in I. (1), (2), 

(6) und (10) erfüllt, folglich JS'/= 1 -j 1 +1-^-3, J = 6. Für die Form 

(t' 1 * 2) '^^ ^^^^ ^' = ^' ""^ ®"^'^ ^' — ^*''^ ^^^^^^ * ^ *'^ ^^®^® ^^®' ^^" 
genschaflen der vorliegenden Form stehen aber nicht in solcher Beziehung, 
dafs irgend eine der auf (1) folgenden Nummern in I. auzuwenden wäre, es 
ist also nur d==h Noch füge ich kurz folgende Formen als Beispiele hinzu 
nebst den auf sie anzuwendenden Nummern der beiden Tafeln: 

(Jio.'o) "• Cl), (4), (7), (11), X/ = 6, <r = 2^<=12; 

C«^) (_?'_?•?)«• 0), (2). (4), (5), (6), (8), (9), (J = 

(o,0,S)"- (1)' (.^)^ <y = 4-S:/ = 4.2 = 8; 

(o;o:J)"' W' C6), (7), (14), ^/ = 1 + 1 + 1 + 3 = 6, 

(?;?;?) \ (1), (6), (7), (11), -2-/ = 

('') ( J; _?; _t) "■ (o, (5), (6), (8), -s/ = 4, 

(?'?'?) 1- CD, (2), (6), (7), (8), (10), (11), (12), ^ = JSt 

= l-f-l-l l-f-l + l-f-3-[-3-f 13 = 24; 
(a) (_J; _5; _5) II. (1), (5), (6), (7), (8), (12), (13), (14), (15), (16), 

(17), (18), <y=^/=14-l-f-l+l-f l41+2-|-3+2-|-2+3-f 6=24. 

Crelte's Joarnal f. i. M. Bd. XLI. Heft i. 22 



<y — 4st = 


= 24; 


H 1 M-j 3: 


= 6, 


d — st = 


= 6; 


J— 4; 
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Wäre es in der That nothwendig jede der 1262 in der gröfseren 
Tabelle enthaltenen reducirten Formen in dieser Weise mit den Bedingungen 
der obigen Tafeln ku vergleichen, so würde dies ein za langwieriges, Qberdies 
einer sicheren Controle entbehrendes Geschäft sein. GIflcklicberweise sind jene 
Bedingungen der Art, dafs jede einmal untersuchte Form als Muster oder Vor- 
bild fflr unendlich viele andere dienen kann, denen man sogleich ansieht, dafs 
sie denselben Bedingungen wie jene genügen, also auch in Bezug auf ihre 
Transformations - Anzahl 8 mit jener übereinstimmen müssen. Nachdem man 
z. B. für die Form (^' j' \^ die Zahl c?= 6 gefunden hat, so geht ohne wei- 

/2 2 4\ /2 2 5\ 

lere Benutzung der Tafeln hervor, dafs auch fflr die Formen f^' j^ jj, W ^ jj 

j' j' j y in denen a">2 (aber nicht =2) 

/2 2 3\ 
ist, J=6 sein wird; oder nachdem man gefunden hat, dafs fflr \q q _]) 

<f = 12 ist, so folgt, dafs fflr jede Form wie (J' q' _J"), in welcher a" >2 

ist, ebenfalls ^ = 12 sein mufs. Da die Determinanten solcher Formen eine 
arithmetische Progression bilden, so sind die Formen selbst in der gröfseren 
Tabelle leicht aufzufinden und mit den ihnen zugehörigen Transformations- 
Anzahlen zu versehen. Es wurde also der Gebrauch obiger Tafeln nur so 
weit ausgedehnt, als es durchaus erforderlich war, und bis man zu Formen 
gelangte, welche sich in der angegebenen Weise auf frflbere zurfickbeziehen 
liefsen; spfitere Werthe von 9 wurden theils rflckwArts gehend aus frflheren 
bestimmt, theils wurde die ganze Tabelle der Formen vom Anfange ausgehend 
dem Ende zu mit ganzen Reihen von solchen aus einander hervorgehenden gleichen 
Werthen von 8 gleichsam durchzogen. Bei diesem Verfahren erreichte man aufser 
der bedeutenden Vereinfachung der Arbeit noch einen doppelten Vortheil: einmal 
fand man neue Gelegenheit, die in $. 3. vorkommenden arithmetischen Reihen 
wiederum zu durchlaufen und sich von dem Vorhandensein jeder Form in der 
gröfseren Tabelle zu flberzeugen; sodann ergab sich eine nicht besser zu 
wflnschende Controlirung der einzelnen 8 , indem jeder bei der Bestimmung 
derselben etwa begangene Fehler an mehreren Stellen sich wiederholen mufete, 

also eine Übereinstimmung von ^ = 2-^ (§. 4.) mit der Theorie an allen 

diesen Stellen zugleich durch blofse Compensation mindestens sehr unwahr- 
scheinlich, wenn nicht unmöglich war. 

Ferner bemerke man noch die Transformations-Anzahl fflr einige hfiufig 
vorkommenden speciellen Arten von Formen, wie sie sich aus den obigen 
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Tafeln ergiebt. Fflr die Formen (^' o ) ^'^^^ wie schon Oaufs angegeben hat, 

^s=s4, d = 8 oder ^=b34, je nachdem resp. alle drei oberen Co6fficienten 
angleich, oder zwei derselben einander gleich und vom dritten verschieden, oder 
endlich alle drei gleich sind; in der That ist für diese Formen immer d = A£t 
SU setzen und im ersten Falle ist in Tafel I. nur No. (1) erfüllt, im zweiten sind 
entweder die Nummern (1) und (6) oder die Nummern (1) und (7) erfflilt, im 

dritten gleichzeiüg die Nummern (1 ), (6), (7) und (14). Die Formen (_J o'q)^ 

in denen b von verschieden ist, geben S = A^ so oft in der binaren Form 
(a', b, ä'') entweder ii^s=a'' oder b genau die Hälfte von d ist; sie geben 
d=zX2^ wenn die letzteren beiden Bedingungen vereinigt erscheinen, wie 

(1 2 2\ 
— l'o'oJ "^'' ^^^ Determinante —3, in allen flbrigen 

Fallen ^ = 2; a=^d ist bei diesen Formen unzulflssig und widerspricht den 
Bedingungen der Reducirtheit. Ähnliches gilt von den Formen (q^^a^ o)^ 

S #fl 

(Q»Q»_yr), wenn man die binaren Formen (ö, V, o") resp. {a, V, oT) be- 
trachtet; sollte für die Formen (q q'—^'') vielleicht a' = a*' sein, so hat 

dieser Umstand durchaus keinen Einflufs auf die Transformations - Anzahl. 
Durch diese Regeln allein werden die so zahlreichen Formen erledigt, in denen 

a =s 1 ist, da nur die beiden Arten (q' o ' ) ^^^ (— b ) vorh^ommen ; 
noch bequemer übersieht man fflr diese das Resultat, wenn man bemerkt, 
dafs für (*' J' J*"), wenn a''> 1 Ist, i = S wird, dafs (J' ^* o)^^o af und af' 
beide Z> 1 sind, d=^S oder ^=4 ergiebt, je nachdem a' = a!' oder von 
a" verschieden ist, und dafs endlich für die Formen (_J'o f)' (— J'o'o')' 

(^^JlSl^r^vC-iilo'o^) >•««?• * = 2^ (>=4, cr = 4,'(>Ll2 wird, wenn 
man in Jeder dieser vier Formen die nicht ausdrücklich durch die Bezeichnung 
selbst angedeuteten Bedingungen als nicht erfQllt voraussetzt. Die ebenfalls in 
der Tabelle sehr hflufig vorkommenden Formen mit dem ersten Co£fficienten 
a = 2 können sAmmtlich nach den folgenden Vorbildern beurtheilt werden : 
/2,2,3\ / 2, 2,3\ /2,2, 3\ /2, 2,3\ /2,2,3\ 

Vl,l,l> w,-t.o> U,o,-i> v,o,--i,o;' V0,0,0> 

cT-bS ^»8 <r»13 SasA ^».8 

/2,3,3\ / 2,3, S\ A3, 3\ / 2,3, Sn 

vi,i,i;' v-1,0,— 1;> vo,o,~i> v_i,o,o> 

<r84 im^2 dmmi iumA 

22» 
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/2,3,4\ / 2,3, 4\ / 2, 3, 4y /2, 3, 4\ /2, 3, 4\ / 2,3,4\ /2,3,4y 

drnsx^ (ra2 <r<=:2 <fa.4 (fi^i d»2 <r«4 

/2,4,5\ / 2, 4,5\ / 2,4,5y 

d=s2 Cr=:4 ftiasi 

(2' r 1)^ "^*' Ausnahme der ganz einzeln stehenden, am Anfange vorkommenden 
(l 1 1y ""^ umT— iy ~ ^''^^ weitere Vermehrung dieser Fälle bietet zwar 

<y=24 «r«12 

keine theoretischen Schwierigkeilen dar, verliert aber ihren practischen Werlb 
durch die damit verbundene Überladung des Gedfichlnisses ; aus dem letzteren 
Grunde scheint auch eine Behandlung der Formen nach Vorbildern, welche 
sich auf unmittelbare Anschauung stOtzt, einer solchen nach beschreibenden 
Regeln in practischer Hinsicht bei Weitem vorzuziehen. 

In theoretischer Beziehung namentlich in Hinsicht auf die Bestimmung 
der Formen-Anzahl war mir die Eintheilung der reducirten Formen in solche, 
far welche cT = 1, und in die übrigen, ffir welche S^\^ also (^ = 2, 4, 6, 8, 
12 oder 24 ist^ von Wichtigkeit; die letzteren, welche man Ansnahmeformen 
nennen kann, haben die sehr bemerkenswerthe Eigenthflmlichkeit, die den er- 
sleren mit (^^=1 nicht zukommt, dnfs sie sich stets in eine, zwar nicht nothwendig 
reducirte, aber doch äquivalente Form von einer der beiden folgenden Arten 

ax^-\'(p oder ^'(•^"-f ^704" ¥^ 
transformiren lassen, wo ip eine binäre Form bedeutet, die allein die Varia- 
bein / und z und nicht mehr x enthalt. Diese Formen entsprechen denen, 
welche Gaufs ancipites genannt hat, und a ist, wie leicht zu sehen, bei ihnen 
immer ein Divisor der doppelten Determinante. 



Möge mir erlaubt sein, zum Beschlufs hier eine Bemerkung hinzuzufügen, 
welche sich auf unbestimmte ternSre Formen bezieht. FOr diese Formen scheint 
die Anzahl der zu einer Determinante gehörigen Classen einem noch einfacheren 
Gesetze, als bei den bestimmten (posiliven, negativen Formen) zu unterliegen, 
wenigstens, wenn die Determinante als eine ungerade Zahl ohne quadralischen 
Theiler angenommen wird. Ist letztere eine ungerade Primzahl, so scheinen 
immer genau zwei' Classen vorhanden zu sein, und besteht die Determinante aus 
einem Product von f4. verschiedenen ungeraden Primzahlen, so scheint die Anzahl 
der Classen 2^' zu betragen. 
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Zirette Abtheiiunir» 

Tabelle der redncirten positiven ternaren Formen nebst ihren Trans- 
formations -Anzahlen für alle Determinanten von — 1 bis — 100 

und für die einzelne Determinante — 385. 



L Tabelle der eigentlich primitiven positiven ternaren Formen fOr alle 

negativen Determinanten von —1 bis — 100. 



U 



Anzahl 



Roducirte positive ternäre Formen für die Determinante — li. 



Vo,o,o;' 



24 



U,o,o;- 



J»8 



Vo,o,o> V~i,o,o; 



5 


2 


6 


2 


7 


3 


8 


4 


9 


4 


10 


3 



<r— 8 



<rai2 






:« 



i^S 



/1,1,5\ / 1,2, 3\ 
V.O,0,lV» \^—i,0,Oj' 
(Tai» <r<s4 

/l, i,6\ /1,2,3\ 
^0, 0, 0^ ' \0, 0, oj • 
,r»8 <r«=4 

/l, i,7N / 1,2,4\ /2,2,3\ 
V0,0,0> Wl,0,0> VI, 1,1/' • 

ir..» ira4 (T-ce 

fl,l,S\ /1,2,4\ / 1,3,3\ / 2, 2,3\ 
U,0,0>'' VO,0,o;' V_l,0,o;' \-i,—i,0j' 

(TaS <rs=4 <fa4 <rsi8 

/i,l,9\ / 1,2, 5\ /1,3,3n /2,2, 3\ 

Vo, 0, oy ' V— 1, 0, o> Vo, ü, o; » VO, 0, — V • 
(Tcms <r»4 <r-*8 

,1,1, lü\ /1,2,5\ /2, 2,3\ 

[p, 0, o; ' \o, 0, o>/ ' VO, — 1 , o; • 



=12 



«TibS 



<r*=4 
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D 



Ans. 



Reducirte positive ternftre Formen für die Determinante — O. 



11 



12 



13 



14 



15 



16 



17 



18 



19 



30 



31 



6 



6 



6 



8 



/l,i,H\ ( 1,2,6n / 1,3,4n 

Vo,o, o> V-i,o,o> V— i,o,o;- 

SMm% dnmk «T-b» 

/1,1,12\ /1,2,6\ /1,3,4\ / 1,4,4\ /2,2,3\ /2,3,3\ 

Vo,o, o> vo,o,o;' vo,o,o;' V-2,0,o;' V0,0,0> Vl,l,l> 

(r»8 <r»>4 dwmi dwm\% e. 

/1,1,13\ / 1,2,7\ /2,2,5\ / 2,3, 3\ 
U,0, 0> V-1,0,0> U,l,i;' V-1,0,-1/ 

(TmS <r>B4 «r-B« 

1,1, 14\ /l,2,7^ r 1,3,5^ 



8 



SmaA 



3 



/1,1,14\ /i,2,T\ / 1,3,5\ 

v.0,0, o> vo,o,o;' v-i,o,o;- 



(T-bS 



(f-Bi 



<r-o3 



/1,1,15\ / 1,2,8\ /1,3,5\ / 1,4,4\ /2, 2, 5\ /2,3, 3\ 

vo,o, oy' \,-i,o,o;' vo,o,o> V-i,o,o> vo,o,-i> Uo,— i;- 



1,4,4 
),0,C 

<r-B8 



1,4,5 



<r«i2 



<r»i8 <r-«4 

/1,1,16\ /1,2,8\ /1,4,4\ / 1,4,5\ / 2, 2,5\ / 2,3,3\ 

\.o,o, o> Vo,o,o> Vo,o,o;' V,-2,o,o;' V-1,-1,0> ^-1,0,0/ 

3, 3, 3 



immA 



<r«8 



4 

2, 3, 3^ 
1,0, 

<r-B4 



/ 3, 3, 3\ 

V-1,-1,-1/ 



<r»34 



/^1,1,17\ / 1,2,9\ / 1,3,6\ /2,3,4\ 
\,0,0, 0> ^,-l,0,0> \,-l,0,0> U,l,l> 



dmB% 



<r-B4 



cr«2 



<r«3 



/1,1,18\ /1,2,9\ /1,3,6\ /2, 2,5\ /2,3,3\ / 2,3, 4\ 

vo,o, o> Vo,o,o> \.o,o,o;' Vc— i,o;' v.o,o,oy» \,-i,o,— i;- 



dmx% 



d-B4 



<r«4 



(r-B4 



(r»8 



^-.3 



/1,1,19\ / 1,2,10\ / 1,4,5\ /2,2,7\ / 2, 3,4\ 

Uo, o> v-1,0, o> wi,o,o> i^i,i,i;^ v-i,~i,o;- 



<r-B8 



cri-4 



<r— 3 



<r»6 



J— 3 



/l, 1,20\ /1,2, 10\ / 1, 3,7\ /1,4,5\ / 1, 4, 6\ /2, 2, 5\ 
V0,0, 0>)' VO, 0, 0> V— 1,0,0;' V0,0,0;' \,-2,0, 0> vo,o,o;' 



<r-B8 



ir-.4 



<r«3 



<r— 4 



<r«4 



<r«8 



/2,3, 4\ /3,3,3\ 

VO,o,-i> Vi,i,i> 



(r»4 



<r»6 



/1,1,21\ / 1,2,11\ /1,3,7\ / l,5,6x /2,2, 7\ /2, 3,4\ 

vo,o, o;^ \-i,o, o> vo,o,o> v-2,o,o;' vo,o,— 1;> V0,-1,0> 



ir»8 



e^i 



(fa-ii 



<r— 13 



lf-B4 



/3, 3, 3\ 

vo,-i,-i;- 



<r— 3 
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D 



Am. 



Reducirte positive ternftre Formen för die Deterrninante — D. 



22 



23 



24 



25 



26 



27 



28 



29 



30 



31 



10 



6 



9 



/1,1,22\ /1,2,H\ / 2,3,4\ /2,3,5\ 
1,0,0, 0> V0,0, 0> 1,-1, 0,0> Ui,i> 

(faS d»4 <r«i2 ir»2 

/1,1,23n / 1,2,12\ / 1,3,8\ / 1,4,6\ / 2,3, 5\ 
V0,0, 0> \~U0, 0> 1,-1, 0,0> V— 1,0,0> V— 1,0,-U- 
(fsaS (r»4 <f»2 <ra>2 <rae2 

/1,1,24\ H,2, 12\ /1,3,8\ /l, 4,6\ / 1, 4, 7\ / 1, 5, 5\ 

Vo,o, o> Vo,o, oj^ U,o,o> vo,o,o> 1,-2,0, o> V-i,o,o;^ 



<r>«s 



cr»4 



4r«4 



<r«4 



(f— 4 



<r«4 



/ 2, 2,7\ /2,3,4\ A3, 3\ / 3, 3, 4\ 
V-1,-1,0>/' 1,0,0,0;' V0,0,— 1> \,_i,— i,_i;- 



<r»8 



<f«4 



<ra>4 



(r«.4 



/1,1,25\ / 1,2,13\ /1,5,5\ /2,2,9\ / 2, 3,5\ /2,3, 5\ 

Vo,o, o> V-1,0, o;» \,o,o,o;' Ui,^' V-i,-i,o> vo,o,-i>/- 



<r»8 



<f«4 



J>«8 



Jb6 



<r«i2 



<r»4 



/1,1,26\ /i,2,13\ f 1,3,9\ / 1,5,6\ /2, 2,7\ 

vo,o, o;' vo,o, oJ' v-i,o,o> 1,-2, o,o> \,o,-i,o;- 



d — 8 



<r«4 



cr«2 



<r-i2 



<r-B4 



/1,1,27\ / 1,2,14\ /1,3,9\ / 1,4,7\ / 1,6,6\ /2,2, 9\ 

Vo,o, o> 1,-1,0, oj» v,o,o,o;' l,-i,o,o> v,-3,o,o> l,o,o,-i;' 



<r»8 



dm^i 



(f— 2 



<r-Bi2 



<r«>i2 



/2, 3,5\ /2,3,6\ /2,4,5\ 

\,o,-i,o;' i,i,i,i;'\,2,i,i;- 



<r— 4 



<r-i2 



<r-»2 



/1,1,28\ /1,2,14n /^l, 4,7\ / 1,4,8\ /2, 2. »N /^ 2, 3, 5\ 

1,0,0, o> vo,o, Oy/' 1,0,0,0;' 1,-2,0,0;' 1,0,0,0;' 1,— 1, 0, 0;' 



iwm% 



ÖMmi 



(f — 4 



<r— 4 



(rB8 



<r— 2 



/ 2,3, 6\ / 2, 4,5\ /3,3,4\ 

1,-1,0,-1;' 1,-2,-1,0/' u,i,i;- 



<r«.2 



<r»-4 



<r»2 



/l, 1,29\ / 1,2,15\ / 1,3,10\ / 1,5,6\ /3, 3, 4\ 

v,o,o, oJ^\-uo, o;'\,-i,o, 0;' 1,-1,0,0;' Vo,-t,-i;- 



<r»8 



cr«4 



<r.2 



<r— 2 



<r-Bi 



/l, 1,30\ /1,2,15\ /1,3,10\ /1,5,6\ /2,3,5\ /2,3, 8\ / 3, 3,4\ 

1,0, 0, 0;' Vo, 0, 0;' U, 0, 0/ vo, 0, 0;' 1,0, 0, 0) ' U, 0, -U' w, -1 , 0; • 



<r»8 



ir«4 



ir.4 



(rB4 



J»4 



<r— 4 



ir»:2 



/1,1,31\ / 1,2,16\ / 1,4,8\ / 1,5,7n /2,2,11\ / 2, 3,6N 

1,0,0, 0;^ 1,-1,0, 0;' 1,-1,0,0;' 1,-2,0,0;' 1,1,1, 0' v,-i,-i,o;' 



d»% 



Cd\> 



emxi 



cr-B2 



(r=2 



(fr^e 



cr«s2 



<r»2 
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U Anz. 



Reducirte posilive ternäre Formen für die Determinante — D, 



32 



33 



34 



35 



12 



36 



37 



/l,l,32x /1,2,16\ / 4,3,«\ /1,4,8\ / 1,4,9\ / 1,6,6\ 

Vo,(), o;- Vo,o, o> V— 1,0, oj' vo,o,o;' V~2,0,0>/' V— 2,o,o;' 



c)'=5 



<rr=4 



6^4 



J«4 



/ 2, 2,9\ /2,3,7\ / 2,4,5\ /3, 3, 4\ / 3, 3, 5\ /3,4,4\ 



9 



«r=8 



(fs=2 



<rs4 



(r«4 



cr»4 



(r»2 



/1,1,33n / 1,2,1?N /1,3,1I\ / l,6,7x /2,2, H\ /2, 3,6\ 

vo,o, o> V— 1,0, o;' vo,o, Oy/' \,-3,o,o> Vo,o,— ij' Vo,-i,o> 



ir=:8 



J = 4 



i;»4 



J«:4 



12 



ir»4 



/ 2,3, 7\ / 2,4, 5\ /3, 3,4\ 

V-i,o,~i> V-i,o,-i> Vo,-i,o;- 






cF=2 



(r = 2 



/1,1,34>| /1,2,17\ / 1,5,7\ /2, 2, 9n / 2,3,6n / 2, 4, 5\ 
U,0, Oy/' V.0,0, 0> i<-l,0,0;' V,0,— 1,0> k-l,0,0> (,—1,-1,0/ 



(r=8 



J:=x( 



<r=2 



<r»4 



<r«2 



J«2 



/1,1,35\ / 1,2,i8\ / 1,3,12\ / l,4,9x /1,5,7\ / 1,6,6\ 

*<o,o, oy' V— 1,0, o> v~i,o, o> W i,o,o;' ^o,o,o> \,— i,o,o> 



(TrsS 



J»4 



<f=s2 



<r»2 



cr«4 



/2,3, 7\ /2,4, 5\ / 3, 4, 4\ 

vo,o,-i> u,o,-i;' v_i,_i, -i;- 



J=s 



cr»=.4 



cr=r2 



14 



/l, 1,36\ /1,2,18\ /1,3, 12\ /1,4, 9\ / 1, 4, 10\ / 1, 5, 8\ 
VO, 0, 0> »^0,0, 0> kO, 0, 0> V.0, 0, 0> V— 2, 0, 0>V— 2, 0,0> 



iy=:8 



J:=r4 



cr=:4 



()s:4 



J=:2. 



/1,6, 6\ A2,9\ /2,3, 6\ /2, 4, 5\ /2, 5, 5\ A 3, 4\ 

i<o, o,o> ko,o,o;' vo,o,o> 1,0,-1,0;' V2, 1, ly^ U,o,o> 



«r»:8 



<r==8 



(r=:4 



()«4 



J«r8 



/3, 3, 5\ / 3, 4, 4\ 

VI, i,i;- W2, 0, o;- 



2 



iys«12 



/l,i,37N / 1,2,19n /2,2,13\ / 2, 3, 7n /2,3,8\ / 2,5, 5\ 

Vo,o, 0;' Wi,o, o> Vi,i, ly' v-i,-i,o> vi,i,i;' V-2,0,~l> 



<r=.8 



i)»4 



Jr=6 



J«2 



«r»2 



38 



39 



/3, 3. 5\ 

Vo,— i.— i;- 



10 



/i,l,38N /1,2,19\ / 1,3,13n / 1,6,7\ / 2,3, 8n / 2,4,5\ 

vo,o, oy' ko,o, oy' k-1,0, o> (,-2,o,oy' Wi,o,— ly^ <,-.i,o,oy- 

<f=8 <f»4 (rss2 (r»2 (r«2 4mm% 

|/l,l,39>. / 1,2,20\ /1,3,13\ / 1,4,10\ / 1,5,8\ / 1,6,8\ 

Vo,o, oy^ v-i,o, oy' *<o,o, oy' k-i,o, oy^ v-i,o,oy^ (,-.3,o,o> 



<f»8 



cr«4 



2 



(rs:4 
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39 



s.o. 



40 



41 



42 



43 



44 



14 



9 



8 



13 



45 15 



/2,2, 13\ A 3,7\ / 3, 3,5\ /3,4,4\ 
U,0,-1> [j0,-i,oj^ (,_i,_i,o> M,l, 1> 



(r«-i2 



<r-«4 



d»2 



e^t 



/1,1,40\ /1,2,2(K /l,4,l(h / 1,4,H\ /1,5,8\ / 1,7, 7\ 
kO,0, 0> 1,0,0, O;' V.0,0, 0> \,_2,0, 0> V0,0,0> \,_3,0,0> 



<f»-8 



J»i4 



(f — i 



<r..4 



iTai 



(f— 4 



/ 2, 2,m / 2,3, 7\ /2,3, 8\ /2,4,5\ /2,5,5\ A3, 5\ 

V-1,- 1, oy' v-i,o,o> ko,o,-i;' V0,0,0> U,l,l> V0,0,~1> 



Js8 



<r«2 



<r-B4 



(r-B4 



Js4 



(^«4 



/ 3, 3, 6\ /3, 4, 4n 

Ui,-i,-i>ko,-i,~i;- 



(r«i4 



<r— !i 



/1,1,41\ / 1,2,21\ / 1,3, 14\ / 1,5,9\ / 1,6, 7x /2,4,7n 

^,0,0, o> v_i,o, oy' V_i,o, o> 1,-2, o,o> Vh»o>o;' V2,1,1> 



(f^S 



(^»4 



<ra.2 



<r— 2 



(T-iS 



<f«2 



/ 3,4, 4n 

Ui,o,-i;- 



<r»i 



/1,1,42\ /1,2,21\ /1,3,14N /1,6,7\ /2, 2, llN /2,3,7\ 

Vo,o, o> ko,o, o> vo,o, o> ko,o,o;' V0,-1, 0>/' V0,0,0> 



<T»8 



<r-B4 



<f».4 



<r«i4 



<r»4 



J»4 



/2,3,9\ / 2,5,5\ /3, 3,5\ 

U,i,i> v-2,o,o;' vo,-i,o;- 



<r»2 



d^k 



<f»2 



/1,1,43\ / 1,2,22\ / 1,4,11\ /2,2,I5N / 2, 3,8\ / 2, 3, 9k 
Uo, 0>Ul,0, 0>(.-l,0, 0>U,1, l>Ul,^l,0>Ul,0,^l> 



<r-«s 



(r»4 



Ja2 



<r»6 



J»i2 



cr-.2 



/ 2,5, 5\ /3,4,5\ 
k-.l,0,-l> V2,«,V* 



dwmt 



(Tal 



/1,1,44\ /1,2,22\ / 1,3,15\ /1,4,11\ / 1,4,12\ / 1,5,9\ 

ko,o, o> vo,o, o> V-1,0, o> vo,o, o> k-2,0, oy^ V-1,0,0> 



Ja-S 



<f— 4 



<r-.2 



^Mmi 



i^A 



J-2 



/ 1,6,8\ /2,2,11\ / 2, 4,7\ A3,6\ /3,4, 4\ / 3, 4,5^ 
V-2,0,0;' V0,0, 0>V_2,-^1,0> U,l,l> kO,0,-i;' k-2,-1,0/ 



<r-B2 

/4 4, 5\ 
^2 2,2/ 



<r«s 



<r«4 



<f«2 



<r— 2 



/1,1,45\ / 1,2,23\ /1,3,15\ /1,5,9\ / 1,6,9\ / 1,7,7\ 

1,0,0, o;' k-1,0, o;' V.0,0, o> <,o,o,o;' W3,0,0> U2,0,0>/' 



cT — S 



d«i4 



<r«4 



<r»4 



(r->4 



<r— 4 
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45 



s. 0. 



46 



47 



48 



20 



49 



50 



10 



/2,2, 15\ A 3,8\ /2,3, 9\ A4,7\ /2,5, 5\ A5,6\ 
kO,0,-l> \,0,-l,0;' ^0,0, -1> U,l,l> U,0,-1> V2,l,l> 



<r»i2 



<f>«4 



(r»i4 



(T^a 



cr»i4 



<r->2 



A3,5\ /3, 3, 6\ / 3,4,4\ 



(r«8 



J«l 



^—4 



/l, 1,46\ /1,2,23\ / 1,5, ION / 2,3,8\ / 2,5, 6\ 

ko,o, oy' ko,o, o;' k-2,0, 0> \,-l,0, 0> i,_2,o,-i;' 



r 3, 

V 



8 (T 

4, 5 



J-2 



<r«2 



J— 2 



J, 4, 5\ 

-1, -1, -i;- 



(f—l 



/1,1,47\ / 1,2,24\ / «,3,16\ / 1,4,12n / 1,6,8\ / 1,7, 8x 

vo,o, o> v-1,0, o> v-1,0, o> Wi,o, o> w,o,o;' v-3,o,oy' 



8 



<rn4 



(r«2 



<r— 2 



<r»2 



J»2 



/2,3,10\ / 2,4, 7\ / 2, 5,6\ 
Ul, 1> V-l,0,-i;' W2,-l,0> 



<f—2 



<r»2 



J-.2 



/1,1,48\ /1,2,24n /1,3,18\ /1,4,12\ / 1,4,13\ /1,6,8\ 

i,o,o, o> Vo,o, o> vo,o, o> ko,o, o> v-2,0, o> U,o,o;- 



<r«>8 



<r»4 



<r»i4 



(r..4 



Jb4 



/ 1,7,7\ / 1,8,8\ / 2, 2,13\ /2,3,8\ / 2,3, 10\ / 2,4,7\ 
Ul,0,0> U4,0,0> Ul,-1, 0> Vo,o,o> Ul,0,-1> U2,0,0> 



(r«4 



<r»ii2 



^»8 



<r— 4 



if«2 



<r..4 



/ 2,5, 5\ / 3, 3,6\ /3,3, 6\ / 3, 3, 7\ /3,4,4\ / 3,4,5\ 

Wi, 0, 0/' V-1, ~i, o> Vo, 0, -i; > Wi, -1, -^ly ' ko, 0, oj ^ U2, 0, o> 



(r«4 



<f«2 



<f«.4 



J-b4 



<ra.8 



<r«>4 



/ 4, 4,5\ /'4,4,5\ 
(,-2,-2,0>/'kl,2,2;- 



<r«i8 



(^«4 



/1,1,49\ / 1,2,25N / 1,5,10\ /1,7,7\ /2,2,17\ / 2, 3,9n 
V0,0, 0> V-1,0, 0> V-1,0, 0> l.0,0,0> kl,l, 1> Wl,-.1,0> 



<ra.8 



^MmA 



<r— 2 



«r—s 



j—e 



it; 



/2,4, 7\ /2,5,6\ / ,3, 5, 5\ 

(,o,o,-i;'M,i,iy' v-2,-i,^i;- 



<r«4 



J«2 



(T-id 



/1,1,50\ /1,2,25\ / 1,3,17\ /1,5,10n / 1,6,9\ /2, 2,13\ 

i.0,0, oy' ko,o, o;' Wi,o, o> vo,o, o> 1,-2,0,0;' \.o,-i, o> 



(r«i8 



(r-B4 



<r»i2 



<r«4 



cr«-2 



/2,3, 10\ / 2, 4,7\ /2,5,5\ /3,4,5\ 

Vo,0:-i> v-1,-1,0;' (,0,0, o> VI, 1,1;- 



(r«:4 



2 



<r»8 



^srl 
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51 



11 



52 



13 



53 



54 



8 



11 



55 



13 



56 



16 



/1,1,51\ / 1,2,26\ /1,3,17\ / 1,4,13n / i,5,H\ / 1,6,10\ 
V0,0, 0> V-1,0, 0> ^,0,0, 0> ^-1,0, 0> U2,0, 0> U3,0, 0> 



<r«8 



<r-r4 



^—4 



<f— 2 



<r«;^ 



<r— 4 



/2,2, 17\ A 3,9\ A 3,6\ /3, 4, 5\ /4,4,5\ 
VO,0,-J> (,0,-1, 0> V0,-1,0> i,0,-l,-l> V2,2, V- 



Ja-il2 



<;t«4 



<r««z 



.)sl 



/l,l,52\ /1,2,26\ /1,4,13\ / 1,4,14n / 1,7,8\ /2,2,13\ 

vo,o, o> vo,o, o> ko,o, 0^' V— 2,0, o> V— 2,o,o> vo,o, o;' 



^»8 



<r— 4 



d^k 



<r— 4 



cr»2 



<r«8 



/ 2,3,9\ /2,3,Hn /2, 4,7\ / 2,5,6\ / 2,5, 6\ /3,3,7n 
i.-l,0,0> U,l, 1> V0,-1,0;' V-2,0,0> V_l,o,-l>U,l,l> 



(r»2 



(f«2 



<r»4 



cr>«2 



<r— 2 



(r..2 



/ 3,4, 5\ 

v.-i,o,-i;- 



<f»l 



/1,1,53\ / 1,2,27\ / 1,3, 18N / i,6,9\ / 2,3, 11\ / 2, 5,6\ 
U,0, 0>Ul,0, 0>V-1,0, 0>Ul,0,0>Ul,0,-.l>Wl,-l,0> 

^»2 



(TaS 



^—4 



<r»2 



(r«2 



J—2 



A 3, 7\ / 3, 4,5\ 

(,o,-i,-i> v-i,-i,o;- 



(Tsl 



<r«i 



/1,1,54\ /*»2,27\ /1,3,18\ / 1,5,11\ /1,6,9\ / i,7,9\ 
V0,0, 0> V0,0, 0> V0,0, 0> V-1,0, 0> V0,0,0> \,~3,0,0> 



<r«i8 



<r— 4 



<fa4 



<fB2 



(rai4 



/2,3,9\ / 2,4, 7\ /2,5, 6>i A^'^ A4.«^ 

vo, 0, o> (,_i,o,o>/' vo,o, -i> V2, 1, ly» V2, 1, i;- 



<r»4 



ewmt 



J«4 



(Tai 2 



J-b1 



/1,1,55\ / 1,2,28\ / 1,4,14\ /1,5,11\ / 1,7,8n / 1,8,8\ 
(,0,0, 0> \-i,0, 0> V-1,0, O;' kO,0, 0> Wl,0,0> l,-3,0,0>'' 



J»8 



<r«2 



cr-B4 



<f-o2 



/2,2,19\ / 2, 3, ION /2,3, 11\ /2,4,9\ /2, 5,6\ / 2,5, 7\ 
(,1,1, i> (,-1,-1, 0> V0,0,-1> Ul, V' V0,-1,0> U2,0,^l> 



/3, 4, 5\ 
VO, 0, -l/ 

(r«2 



<r«2 



J«4 



cra.2 



(r«4 



<r-i2 



/1,1,56\ /1,2,28\ / 1,3,19\ /1,4,14\ / 1,4,15\ / 1,5,12\ 
Uo, 0> Ulo, 0> V-1,0, 0> V0,0, 0> W2,0, O;' V-2,0, 0> 



8 



(r»4 



J»i2 



(r«i4 



<ra4 



<r-B2 



/ 1,6,10\ /1,7,8\ / 1,8,9\ / 2, 2,15\ A4,7\ A3, 7\ 
U2;o; 0> U,0,0> U4,0,0> Ul,-1, 0> U,0,0> V,0,0,-1> 



(f«:2 



d-«4 



d— 4 



<r-.8 



cr«4 



<r«s4 
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57 



58 



59 



60 



Ans. 



9.0. 



12 



8 



10 



61 



62 



32 



10 



8 
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/ 3, 3, 8\ A 4,5N / 3, 4,6\ /4,4,5\ 

4m4 6wmi iwmi immt 

/i,l,57\ / 1,2,29n /i,3,i9\ / <,6,Mn /2,3, 19\ /2, 3,iO\ 
Vo,o, o> V— 1,0, o;» V0,0, 0> k-3,0, 0> ^<0,0,-l> <<0,— 1, 0> 
Swmi <r»i ^»4 <raB4 «fiBit <r»4 

/2,3,12\ / 2, 5,r\ / 3, 3,7\ / 3,4,5n / 3, 4, 6\ A5,5> 

u,i, i> U2,-i,o> Ui,-i,o> v-i,o,o;' Ui.-i,-i;» Ui.ia 

<f«:2 JaiS (Ta-S <r»3 ifa-l (T— 2 

/l,i,58\ /1,2,29\ /2, 2,15\ / 2,3,10\ / 2,3, 12\ / 3,5,6n 
^0,0, O^' U,0, 0>/' ^0,-i, 0> V-1,0, Oy/' Ul,0,-V' Wi,o,o> 

iT-iS ir«cs4 (r>-i4 <r»s (f-«2 im,i 

/2,5,7\ / 3,5, 5\ 
U,i,V' ^,~2,0,-i> 

/l,i,59N / 1,2,3(K / 1,3,2(K / i,4,15\ / 1,5,12\ / 1,6,10\ 

^,0,0, o> Ui,o, o> Ui,o, o> Ui,o, o> w,o, o> v-i,o, oy» 

<r:_8 <rHi4 <r»2 i^mi <r»2 'aaS 

/ 1,7,9n /2,4,9\ /2,6,7\ /4,4,5\ 

^9.2 ^«2 ir>-2 8*m\ 

/i,i,8(K /i,2,30\ /i,3,20\ /I,4,15\ / l,4,i6\ /1,5,12\ 

Vo,o, o> \o,o, op \o,Q, o)'> ^0,0, o> V— 2,0, o^» Vo,o, o;» 

(f^s <ra>4 <r>B4 4r-B4 <raB4 ^■■4 

/i,6,i0\ / i,8,8\ /2,2,i5\ /2,3,10\ /2,3, i2\ / 2, 4,9\ 
kO,0, Oy/' ^,-2,0,0> ko.O, 0>V0,0, 0>^0,-i;» k-2,--i,0;' 

<r«:4 <f»4 (f^S «r>i4 «m4 (f— 4 

/2,5,6\ / 2, 6,7\ /3, 3,7\ A3,8\ A4,5\ / 3,4,6\ 
V.0,0,0;' k-3,-l,0> U,-1,0> U,1,V' kO,0,0;' ^2,0,0;' 

Jea4 Stmk 8am% iwmi S^i i>m* 

( 3, 5, 5\ / 4, 4,5\ /4,4, 5\ /4,5,5\ 

Ui,-i,-i> V-i,-2,o> Vo,o.~2> Ua,^;- 

Jet iwmi Sm^\% t^i 

/i,l,6i\ iT 1,2, 31\ / l,5,i3\ / i,7,10\ (2t2,Zi\ ( 2, 3,«\ 
^,0,0, O;» V-1,0, 0> V-2,0, 0> k-3,0, 0> V,l,l, 1> V-1,-1, Op 

8mmi dw^A dw^i «TibZ (Tib« <r>-2 

/ 2,4, 9\ / 2,5, 7\ A 3, 8\ A4,6\ 

Wl,0,-1> (,-1,0,-1;' vo,-i,-i;' U,l,l> 
<r>i2 4rM2 '»1 '>b1 

/1,1,62n /1,2,31\ / 1,3,21\ / 1,6,11\ / 1,7,9\ A8,13\ 
U,o; 0> (.0,0, 0> Ul,0, 0> (.-2,0, 0> k-<,0,0> Ui, <> 

<fa.8 <f-i4 ^k2 ir-«2 (r»2 'o^ 
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62 



63 



s.o. 



19 



64 



65 



17 



12 



66 



67 



12 



11 



2,5,7\ /3, 4, e\ 



dm,2 



<r»i 



1,1, 63\ / 1,2,32\ /1,3,21\ / 1,4,16\ / 1,6,12\ /1,7,9\ 
.0,0, 0> V_1,0, 0> V0,0, 0> V— 1,0, 0> V-3,0, 0> V0,0,0> 



JaS 



<r»4 



(T— 4 



(T—a 



(r«4 



<r-B4 



1,8,8,\ / 1,8,9\ /2,2, 21\ /2, 3,llN / 2,3, 13\ /2,4, 9\ 
-1,0, Oj' V-3,0,0> U,0,-1> ^.0,-1, 0> (,-1,0,-1;^ V0,0,-1> 

(rn4 (r—2 <rr=i2 (r—4 «t-bs ^»4 

2, 5,7\ /2,5, 7\ /2,5,8>i A3,7\ / 3,4, 6\ / 3,5,5\ 

-1,-1, o> vo,o,-i> Ui, i> vo,o,o;' V_l,0,-1> V-2,0,0> 
a»% (T— 4 j>b2 <r*-8 (Tsi <ra.4 

3, 5, 6\ 
-2, -1, -1> 

1,1, 64\ /1,2,32\ /1,4,16N / 1,4,17\ / 1,5,13\ /1,8,8\ 

.0,0, o> ko,o, o> vo,o, oy^ W2,o, o;' V-1,0, 0> U,o,o> 



(T—S 



(r«4 



(r->4 



<r«i4 



(r-«2 



<r— 8 



1,8, 10\ / 2, 2,17\ / 2,3,11\ / 2,4,9\ / 2,5, 8\ /3, 3, 8\ 
-4,0, o;'Ul,~l, 0>Ul,0, 0>U2,0,0>V-2,0,-l>k0,0,-l> 



<rs4 



(T-iS 



(Taf 



<r— 4 



(r«.2 



d — 4 



3, 3, 9\ /3,5,5\ /4, 4, 5\ / 4, 5, 5\ /4,5,5\ 
-1,-1, -1> U,l,i;' V0,-2,0> V-2,0,-2;' U,2,2>/- 



•-4 



<ri2 



(r«a4 



(r«i2 



(T-bS 



0,0, o> 

^—8 



/ 1,2,33n / 1,3,22\ /1,5,13\ / 1,6, H\ / 1,9,9\ 
Wl,0, 0> V-1,0, 0> V0,0, O/' V-1,0, 0> W4,0,0> 



(r-«4 



<ra-2 



^«■4 



<r«i2 



(r«i4 



/2,3, 13\ /2, 5,7\ / 3, 4, 6\ /3, 4, 7\ A 5, 5\ 
V0,0,-1> (,0,-1, 0> Ul, -1,0> V2, 1, 1> 1,0, -1, -1> 



d— 4 

4, 4, 

-1, -1, 

(r<s2 



cra-4 



J«l 



<r«i 



cT— 2 



-?)• 



1,1, 68\ /1,2,33\ /1,3,22n / 1,5,14\ /l,e,ll\ / 1,7,10\ 
0,0, 0> (,0,0, 0> V0,0. 0> W2,0, 0> V0,0, Oy' V-2,0, 0^' 



(T—S 



(r«i4 



«r— 4 



(r«2 



<r«B4 



(r«2 



/2, 2,17\ /2,3,m / 2, 4,9\ / 2,6,7\ / 8, 3,8\ /3,4, 6\ 

Vo,-i, o> V.0,0, o> Ui,-i,o> U3,o,o> v-i,-i,o> vo,o,-i;- 



<r«4 



(r»B4 



<r«i2 



<r— 4 



<ra.2 



cT— 2 



/1,1,67\ / 1,2,34\ / l,4,17x /2,2,23\ / 2, 3,12\ /2,3,14\ 
V0,0, 0> V-1,0, 0/' V-1|0, 0> Vl,l, 1> V-1,-1, 0> U,l, 1> 



(T— 8 



d— 4 



<r--2 



<r«6 



(r«>2 



J»2 
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67 



s.o. 



V-2, ~1,0> U, 1, 1> U 1, <> V-1,0, ~1> <.2, 1,2;- 



dr»2 



2 



J«? 



<r»i 



JbI 



68 



69 



17 



14 



/1,1,68\ /1,2,34\ / 1,3^23n ^1,4,17\ / t,4,18\ / 1,6,12\ 
V0,0, Oy' V0,0, O;' V-1,0, 0> V0,0, 0> V-2,0, Oy' V,-2,0, 0^^ 



(r»8 



(r»4 



(r«z 



(Ti 



J»4 



<r«2 



/ l,7,m / 1,8,9\ A2,1T\ / 2,3, 14\ /2, 4,9\ / 2,5,7\ 

v-3,0, o> v_2,o,o;' vo,o, o> v,~i,o,~i> Vo,-i,o;' Ui,o,o; 



Js«:^ 



(T-iS 



'LS 



<r»4 



Jai!^ 



/3,3,9n A 4,6\ / 3, 4,7\ / 3, 4, 7\ /4,4,7\ 
U,l,l/' V0,-1,0;' V_2,-i,0> \,-l,_l,-l> ^2,2;- 



<re2 



<r«.2 



J»2 



j»i 



<r»6 



/^1,69\ / 1,2,35\ /1,3,23\ / 1,5,14\ / 1,6,13n / 1,7,10\ 

Vo,o, oy' v-1,0, oy^ ko,o, o> V-i,o, o> V-3,0, oy' Ui,o, o;' 



cr«i8 



^«4 



<r«s4 



J»2 



J«i 



<r-2 



/2,2, 23\ /2, 3,12\ /2,4,llN / 2,6, 7\ A 3,8n /3, 3, 9\ 
V0,0,-1> V0,-1, 0> k2,l, V' U2,0,-l> V0,-1,0> ^.0,--l,-l> 



t <ra.i2 



<r— 2 



<r«2 



cr»2 



(Ta-il 



70 



71 



12 



/ 3,4,6\ /4,4,5\ 

i^-l,0,0> u,i,v- 



<r«i2 



J-.2 



/1J,70\ /1,2,35\ /1,5,14>, /1,7,10n / 2,3,12n /2,3, 14\ 

U,o, o> vo,o, o;- vo,o, oy' vo,o, oV' V— 1,0, o;^ vo,o,-i;' 



J—8 



ir»4 



cr»4 



(r»:4 



<r«^ 



J-r4 



11 



72 



28 



/ 2,4,9\ /2,5,7\ / 2,5, 8\ / 2, 6,7\ /3, 5, 5% / 4, 5, 5\ 
Ul,0,0> V0,0,0> Ul,0,^l> W2,~l,0> V0,0,-4> U2,^l,-i;- 



<r-2 



(r«4 



<r«2 



Ja 2 



<r— 2 



/1,1,71\ / 1,2,36\ / i,3,24\ / 1,4,18\ / 1,5,15\ / 1,6,12\ 
<^0,0, 0> V-i,0, 0> V-1,0, 0> k-1,0, 0> V-2,0, 0> Wl,0, 0> 



(r»8 



(r»4 



ir«2 



<r»2 



1/ S^B ^ 



S*m% 



( i,8,9\ / 1,8, ION A6,7\ AS.ex /4, 4, 5\ 

k-l,0,0;' V— 3,0,0;' Vi, 1,1> k2,l,V' vo,— 1,-v- 



•> 



(Ta^ 



<r=»2 



cT—l 



(Tal 



/i,1,72N /l,2,36\ /1,3,24\ /l,4,18\ / 1,4,19\ /i,6,12\ 

Vo,o, 0/^ vo,o, o> ko,o, 0;' vo,o, oy' v— 2,0, o^' Vo,o, oy 



fra8 



<r»4 



dsi 



(fe4 



(ra4 



<fa4 



/1,8,9n / l,8,ilN / 1,9,9\ / 2, 2, 19\ /2,3,12\ /2,3,15\ 
V0,0,0> k-4,0, Oy' l,_3,0,0> V-1,-1, 0> (^0,0, 0> U, J, 1> 



<ra4 



J«8 



iTsi 



<fa2 



A4,9n i^ 2, 5,8\ /2, 5, 8>i A 5, 9x /2, 7, 7\ A 3, 8\ 
VO, 0, 0> L-2, 0, 0> i,0, 0, -1> U 1, i> <v3, 1, 1> VO, 0, 0> 



(r»2 



d«4 



cra2 



cT— 4 



(r»8 
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72 



s.o. 



73 



74 



75 



76 



12 



19 



18 



/3,3, 9N / 3, 3, 10\ /3,4,6\ / 3,4,7\ /3,4,7\ / 3,5,5\ 

\,o,o,~i> 1,^1, -.1,-1;^ U,o,o> K-2,o,oJ^ \i,UiJ' v-i,o,o> 



(fr=:4 



(f«i4 



<r=4 



J»4 



cT»! 



(Tat 4 



/ 3,5, 6> / 4, 4,5\ /4,4,7\ / 5, 5, 5\ 



(Tal 



Sr^A 



<ri«s 



/1,1,73\ / 1,2,37\ / ^,^,^^\ /2,2,2b\ / 2, 3,1S\ f 2,3, 15\ 



(r=8 



(r«4 



J — 2 



(Ts-e 



iT— 2 



/2,4,11\ / 2, 5,8\ / 2, 5, 9\ / 2,7, 7n /3, 4, 7\ 
U,l, 1> (,^1,-1, 0> (<_2,0,-l> W3,0,-.l> VO,-l,-i;' 



(r«r2 



(r«2 



<f— 2 



(T-rS 



<f— ] 



/ 3, 5, 6\ 
k-2,-.l,0> 



<r«l 



/1,1,74\ /1,2,37\ / 1,3,25\ / 1,5,I5\ / 1,6,13\ / 1,9,10\ 
V0,0, 0> V0,0, 0> V-1,0, 0> V-1,0, 0> V-2,0, 0> k— 4,0, 0> 



(TbS 



(r»4 



cr=«2 



J»2 



cr»i2 



Jae2 



/2, 2,19N / 3,4, 7\ / 3, 5, 6\ 



<r«r4 



J-ll 



/1,1,75n / 1,2,38\ /l,3,25x / 1,4,19\ /1,5,15\ / 1,6,14\ 
^0,0, Oj^ V-1,0, 0> V0,0, 0> V— 1,0, 0> '^CO, Oj^ W3,0, 0> 



fT»8 



<r»4 



Js4 



Js2 



<f»4 



J>.4 



/ J, 7, 12\ / 1, 10, tO\ /2, 2, 25\ /2, 3, 13\ /2, 3, 15\ 

W3,o, o> i,-5, 0, o> (,0, 0, -u' vo, -1, o;' vo, 0, -ly' 



J«12 



(r-Bi2 



<r-ci 



J»4 



/ 2,4, H\ /2, 5,8\ / 2,6, 7\ / 3, 3,9\ /3,5,5\ A6,6\ 
Wl,0,-1> ^.0,-l,0> (,-1,0, --1> Wl,_l,0> V0,0,0> V3,1,V' 



<r— 4 



<r»2 



cr«2 



J«>8 



tf-2 



/4,4, 5\ /4,5,5\ 
V0,0,-1> Vl,l,2>/- 



<r-B4 



<r-ii 



/1,1,76\ /1,2,38\ /1,4,19\ / 1,4,20n / 1, 5, 16\ / 1,7,11\ 
V0,0, 0>(.0,0, 0>V0,0, 0> V-2,0, 0> (.-2,0, 0> V-1,0, O^' 



«fi-S 



cr«i4 



J—4 



(r..4 



J»2 



<T«2 



/ 1,8,10\ /2,2,19\ / 2,3,13\ / 2, 4,11\ /2,5,9\ / 2,6,7\ 
(,-2,0, 0> (,0,0, 0> (,-1,0, 0> (<-2,-l, 0> (^1,1, !> (<-2,0,0> 



<r— 2 



J»8 



^—2 



J«->4 



(ra.2 



<r«2 



/ 2, 6,7\ /3,3,10\ A4,8\ /4, 4, 5\ / 4,5, 5\ /4,5,6n 
V,-l,-!,0> (,1,1, 1> (,2,l,l>(,0,-l,0>(,-l,0,-2;n2,2,2;- 



<f»2 



<f»2 



(T-il 



<r— 2 



<r«i2 



J»2 
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77 



14 



78 



12 



79 



12 



80 



28 



81 



16 



1,1, 77\ / i,2,39\ / J,3,26\ / 1,6,13\ /1,7,H\ / 1,9,1K 

0,0, o>V-:,o, o;' V-1,0, o;^V-i,o, o>Vo,o, Oy)' V-2,o,o> 

<ri-8 <fB4 <ri-2 (TaS <rai4 SwmJk 

2,3,16\ /2,4, 11\ / 2, 5,9\ /2, 6, 7\ /S, 3, 10\ 

1,1, i;' U,0,-1>/' \,_2,-.l,0> V,0,0,-i;' \,0,_1,_1> 

<ri-;2 <ri-4 <ri.;2 <ri.4 <r«ii 

3, 4,7\ /3,4, 7\ / 3, 5, 7\ 
--1,-1,0> V,0,0,-1> V_2,-l,-l>/- 

(Ti-i <ri-2 <ri-2 

1,1, 78\ /1,2,39\ /1,3,26\ /1,6,13\ /2,3,13\ / 2,3, 16\ 

0,0, 0> V0,0, op V0,0, 0> V0,0, 0>/' V0,0, 0> \,_1,0,— 1> 

(Ti-s <rB4 <r»4 <r»4 <r«s4 ^«12 

3, 3, 9 



2,5,8\ /2, 6, 7\ /3, 3, 9\ / 3, 5, 6\ /3, 5, 6\ /4, 5, 5\ 
-1,0,0;' i,0,-l,0> \,0,-l,0> 1,-2, 0,0> U, 1, V^ \2, 1, lA 

1, 5, 16\ 



(T— ;2 



(ri-4 



<ri-2 



1 



J«2 



1,1, 79\ / 1,2,40\ / 1,4,20n 
0,0, 0> V-1,0, 0>/' V~1,0, 0> 



iT-bS 



<r«4 



<r-2 



1,8, 11\ /2,2,27\ / 2, 3,14n / 2,5, 9\ / 3, 4, 8\ 
-3,0, QP U,l, 1> Ul,-1, 0> V-1,0, -1;' Ul,-1,-V' 



/ 1, 5, 16\ 
V-1,0, 0/ 

2,5, 9> 



/ 1,8, 10\ 

V-1,0, oh 



<r— 2 



iri-2 



ir»6 



(ri.2 



<r=2 



ifi-f 



3, 5, 6\ / 4,5, 5\ 
0,-1,-1;' V-2,0,-l>/- 



(T-bI 



iTbI 



1,1, 80\ /1,2,40\ / 1,3,27\ /l, 4, 20\ / 1, 4, 21\ /1,5,16\ 

0,0, o>/'Vo,o, o> V-1,0, o>Vo,o, o;'V— 2,0, 0>V0,0, 0> 



<ri.8 



iri-4 



iri-2 



(^-.4 



<r»B4 



<r-B4 



1,6,14\ / 1,7,12\ /1,8,10\ / 1,8,12\ / l,9,9x / 2, 2,21x 

-2,0, o>v-2,o, o>Vo,o, o>v-4,o, o>/' V-1,0, o;' V-1,-1, 0> 



<ri.2 



iri-2 



S^i 



<rs4 



(r-B4 



iTbS 



2,3, 16N / 2,4, 11\ /2,5,8\ / 2, 7, 7n /2, 7, 7\ /3, 3, 10\ 

0,0, -i> V-2, 0, 0;' Vo, 0, op V-3, 0, 0;' V2, 1, 1> VO, 0, -1> 



<r»4 



ira:4 



<r»4 



iri-4 



<ri-4 



3, 3, H\ /3, 4,7\ / 3, 4, 8\ / 3, 6, 6\ /4,4,5\ 

-1,-1,-1;' vo,-i,o;' v_2,-i,o;' V-2, -1,-1;' vo,o,o> 



Swmi 



(r-.2 



Sm.% 



fr«2 



ämm% 



4, 4,7\ /4,4,7\ /4,5, 5\ / 4,5, 6\ /4,5,6\ 

-2,-2,0;' Vi, 1,2;' vo,o,-2;' v_2,o,-2;' Vi, 2,2;- 



<r-.8 



ir»2 



J»4 



iri.2 



ir»4 



1,1, 81\ / 1,2,41\ /1,S,27\ / 1,5,17\ / 1,6, 15\ /1,9,9\ 

0,0, 0;' V-1,0,. 0;' Vo,o, 0;' V-2,0, 0;' v--3,o, 0;' Vo,o,o;' 



<r«i8 



iwmi 



SmmA 



Ja2 



<r-.4 



(Taid 
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81 



82 



83 



s.o. 



11 



13 



84 



26 



85 



15 



1,9,10\ /2,2, 27\ /2, 3,14\ /2,5, 9\ /2, 5, 10\ /2,6,9\ 
-3,0, Oy' V0,0,^1> V0,~1, O;' VO,0,-J> V2,i, i>/'Ul,l/' 

J«2 Jb12 *r»4 Jtcri 

3,4,7\ / 3,5, 6\ Y4.4,7\ /5,5,5\ 
-1,0, 0> V-.1,0,-1> U2,l> 12,2,2;- 



cr»2 



ffsS 



J»2 



(f»l 



o 



<T==:6 



1,1, 82\ /1,2,41\ / 1,T,13\ /2, 2,21\ / 2,3,14\ /2,3,17\ 

0,0, o>/'Vo,o, o;'V-3,o, o;'VO,-l, Oj'\-i,0, 0>U,I, 1> 



<r»8 



<r»4 



(f»2 



2 



<r»2 



2, 4,H\ / 2,5,9\ / 2,5, 10\ / 2,6,7\ / 3, 5,6\ 
-1,-1, Oj' \,_2,0,0> V-2,0,^l> V-1,0,0> V-1,-1,0;- 



cr«2 



S^2 



<r— 2 



J«! 



1,1, 83\ / 1,2,42\ / 1,3,28\ / 1, 4, 21\ / 1, 6, 14y 

0,0, o;' V-1,0, o> V— 1,0, o>/' v-1, 0, op V-i, o, o> 



<r»8 



Ja>4 



<r-.2 



<r-=:2 



(r«2 



1,7, 12\ / 1,9,11\ / 2,3, m /2,4, 13N / 2, 5, 9\ 

-1,0, oj' v-4,0, o;' (,-^1,0, -i;' V2, 1, i> Wi, -1, o; 



<r«2 






<ro.2 



^«:2 



2,7, 7\ A4,8\ /4,5,6\ 
-2,0,-l> Vl,l,V' V2,l,2;- 



(f»2 



«r»! 



J«i 



1,1, 84\ /1,2,42\ /1,3,28\ /1,4,21\ / 1,4,22\ / 1,5,17n 
0,0, OJ' \,0,0, 0> V0,0, O;' ^^0,0,0;' V-2,0, O;/' V-1,0, 0> 



<r»8 



(fae« 



<f»4 



J»4 



(f>«4 



«r-.2 



1,6, 14\ /1,7,12n / 1,8,11\ / 1,10,10\ /2,2,21\ /2,3,14\ 

0,0, o> vo,o, o> V— 2,0, o> v-4, 0, o;» vo,o, oy' vo,o, o;' 



J»4 



ir-.4 



<r-:2 



(T-bS 



2, 4, 11\ /2,6,7\ / 2, 6,9\ /2,7,7\ / 3, 3, 10\ /3,3,11\ 
0,-1, o;' VO,0,o;' V-3,— 1,0> U,l,l> V~l,-1, 0> U,l, 1> 



J-:4 



<r»4 



Js4 



(r»4 



Ja>2 



3,4,7v / 3,4,8\ A 4, 8\ A5, 6\ /4,4, 7\ / 4,5,5\ 
0,0,0> W2,0,0> \,0,-l,-l> Vo,o,~i;' V0,0,-2;' V-2,0,0> 



(r»4 



J»4 



iT—l 



J»2 



<ro.i2 



(Tsi 



4, 5, 5\ / 4, 5,6\ 
-1,-1, -ij' V_2,-2,0>/' 



J«2 



ir—2 



1,1, 85\ / 1,2,43\ /1,5,17\ / 1,10,11\ /2,2,29\ / 2, 3,15\ 

0,0, o>)' V-1,0, o> ^,0,0, o;' V-5, o, 0;^ Vi,i, v' v-i,-i, oj^ 



r?»8 



<r«:4 



J»4 



<r«6 



J«2 



2,3, 17\ /2, 5,9\ /2,5,10\ /2,7,8\ /3, 3, 11\ / 3,4, 8\ 
0,0,-l> V0,-1,0> Vi, 1, iJ' V3,1,V' ^,0,-1,-1;^ V-1,0, -U' 



<r»>4 



(rs4 



J»2 



<ra-2 



^mm\ 



Jsl 
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85 



86 



87 



88 



89 



90 



8. 0. 



10 



17 



20 



13 



21 



3, 5,6\ A5,7\ /5, 5, 5\ 
0, -1, o;» \2, 1, 1> ^0, -8, -2j' 



<f»2 



(T— 1 






1,1, 86\ /1,2,43\ / 1,3,29\ / 1,5,18\ / 1,6,15\ / i,9,10\ 
0,0, 0> V0,0, 0> k— 1,0, 0> V— 2,0, 0> V-2,0, 0> U2,0, 0> 



<r— 8 



J-B« 



(r«2 



J— 2 



<r«2 



(Te^ 



2,4,H\ / 2,7, 8\ / 3,5, 7\ /4,5,6\ 
-1,0, 0> i^~3,0,-l> W2,0,-l> V2,2,l/- 



cr«=2 



<r»2 



cT»! 



^«1 



1,1, 87\ / 1,2,44\ /1,3,29\ / 1,4,22\ / 1,6,16\ / 1,7,13\ 
0,0, 0> V— 1,0, O;' U,0, Oj^ V-1,0, 0> W3,0, 0> V-2,0, 0> 

(TsS cr->4 Ja:4 <r->2 Jasi iTi-^ 

1,8,H\ / l,8,12x /2,2, 29\ /2, 3,15\ /2,3,18\ /2,4,13\ 

~i,o, o> v-3,0, o> Vo,o,--i;' vo,-i, o> u, 1, ly' u,i, v' 

<r«2 (^»2 (Tssn <r-x!4 (ra2 ^=»2 

2, 5,10\ / 2, 7,8\ /3, 3,10\ /3,4,9\ / 3,5,6\ 
-2,-1, 0> V-3,-l,0> V.0,--1, 0>/' V2,l,l>/' V.-1,0,0>/' 

(r«2 d-sS (Tsi cr»2 

/1,2,44\ /1,4,22n / 1,4,23n /1,8,H\ / 1,8, 13\ 

Vo,o, o> vo,o, o>/' v-2,0, o> vo,o, o> V-4,0, o;' 

<r«:4 (ra4 <rB4 Jb4 (ri-4 

2,3,15\ 



<r=2 

1,1, 88\ 
0,0, 0> 

Js8 



2, 2, 23\ 
-1,-1, 0> 

<r=:8 



/ 2,3,15\ / 2,3, 18\ /2,4,11\ / 2,5,9\ 

V-1,0, o>/' V_i,o,-i> Vo,o, oj' v-i,o,o;' 



<r=2 



<r«2 



(r»4 



Ji-2 



2,5, 10\ /3,3, 11\ / 3, 3, 12\ /3, 4, 8\ / 3, 5,7\ 

-1,0,-1;' \,o,o,-i> v-i,_i,_i;' v,o,o,-i;^ i,_2,-i,o;' 



Js:4 



(r»4 



J = 2 



Jal 



3, 5, 7\ A6,6\ /4,5,3\ /ö,5,5\ 

-1,-1, -i> UijV' M,i,i;' Vi, 2,2;- 



Jr»] 



(rs2 



(r»2 



1,1, 89\ / 1,2,45\ / 1,3,30\ / 1,5,18\ / 1,6,15\ / 1,7,14\ 

0,0, o>V-i,o, o;'V-i,o, o>/'V-i,o, o>V-i,o, o;'V-3,o, Oj' 



<r»8 



J»c4 



Ja.2 



<r=2 



ir«2 



1,9, 10\ / 2,4, 13\ /2,6,9\ / 2,7, 7\ / 3, 4,8\ 

-1,0, 0;^ 1,-1, 0,-1;' V2,i,i;' v_i,o,-i>/^ v_i,_i,o;^ 



J«2 



<r«::2 



2 



dm»2 



Smm\. 



4,4,7\ / 4, 5, 6\ 
1,2,1> V_2,-l,-l>/' 



(T»! 



<r-:i 



1,1, 90\ /1,2,45\ /1,3,30\ /l, 5, 18\ /l, 6, 15\ / 1, 7, 13\ 

0,0, o> vo,o, O//' Vo,o, 0;' Vo,o, oJ' Vo,o, o> V-i,«, 0;* 



(r«:8 



<?a>4 



(r>-2 
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D 



Anz. 



Keducirte positive ternare Formen für die Determinante — D. 



90 



s.o. 



91 



92 



17 



21 



93 



17 



94 



/1,9,10\ / 1,9, H\ /2, 2,23\ /2, 3, i5\ /2, 3, 18\ /2, 5, 9\ 

vo, 0, o> V-3, 0, o> vo, —1, o;^ vo, o, o;' VO, O, — !> VO, 0, 0/^ 



dwmA 



<r«2 



Jsi 



cT»4 



(Tb:! 



cT 



/2,5, 10\ /2,5,«\ / 2,6,9\ > 2,7,7\ A3,10\ / 3, 4, 9\ 



<r«4 



(ro.2 



cTsd 



/3,5, 6\ / 3,6,' 6\ /4, 5, 5\ 

VO, 0, oy' v-2, 0, -ly/' VO, -1, -i;- 



Ja 4 



<r-.2 



/M,91\ / 1,2,46\ / 1,4,23\ / 1,5,19\ /1,7;13\ / 1,10,10\ 

Vo,o, o> V-1,0, o> V-1,0, o> V-2,0, o> vo,oi oy' V-3, o, o> 



Ja 8 



<r->2 



J«=2 



Ja4 



/2,2,31\ / 2, 3,16\ /2,4, 13\ / 2,5, «N / 2,6, 9\ /2, 7, 7\ 
Vl,i, i;'Ui,-i, 0>U,0,--J>U2,0,--l>V--2,0,~l>V0,0,--i> 



J«6 



Ja2 



(r«4 



Ja 2 



Ja2 



Ji 



/ 3, 5, 8\ / 3, 6, 6\ / 4,5, 5\ ^4,5,6\ / 5, 5, 5\ 
V-2,-l,-l> V_l,_l,_l> V-.i,o,-l> M,l,2> Ul,-1,~2/ 



J-? 



<r«r:2 



J«l 



(Tal 



<r— 2 



/l,l,92\ /1,2,46\ / 1,3,31N /1,4,23\ / 1,4,24\ / 1,6,16\ 

Vo,o, o> Vo,o, o> V-1,0, o;' Vo,o, oy' V~2,o, o> V-2,0, o> 



JsS 



<r— 4 



(r«2 



ira4 



Jb2 



/ 1,8,12\ / 1,9,12n /2,2,23\ /2,3,I9\ / 2, 4,13\ / 2,5,10n 
U2,0, 0> U4,0, 0> V0,0, O;' Vl,l, 1> U2,--l, 0> U2, 0, 0> 



J->2 



<r«2 



J-.8 



ira4 



<r->2 



/3,3,12\ /3, 4,8\ / 3, 4,9\ /3,5,7\ /3,6,7n / 4, 4,7n 
Vl,l, 1> V0,-1,0;' V-2,-.l,0> Vl,l,l> V3,l,l> V-l,~2,0> 



Ja 2 



Ja2 



Ja2 



Jal 



Jal 



Ja 3 



/4,4,9\ / 4,5, 6\ /4,5,7n 
V2,2,2> V-l,0,-2> V2,2,2/ 



Ja6 



Ja2 



Ja2 



/1,1,93\ / 1,2,47n /1,3,31\ / i,6,17N /2,2, 3lN /2, 3,16n 

vo,o, o> v-1,0, o;' vo,o, o;' v-3,0, o;' vo,o,-i> vo,-i, o> 



Ja 8 



Ja4 



Ja4 



Ja4 



Ja 12 



Ja4 



/ 2,3, 19N / 2, 5,10\ /2,6,9n /2,7,8\ / 3, 3,11\ /3, 3, 12\ 

V-i,o,~i>Ui,-i, o> Vi,i,i> V2,i,i;'Ui,-i, 0>VO,-1,-1> 

J»,2 Ja2 ua2 J=s2 Ja2 Jat 

/ 3,4,8\ / 3,5,7\ /3, 5, 7\ / 3, 6,7\ / 5, 5, 6\ 

v~i,o,o;' v-2,o,o> (^0,-1, -v' v-3,-i,o;' V— 1,-2, -2;- 



11 



ä»% 



•> 



Jal 



Ja2 



Ja2 



/1,1,94n /1,2,47n / 1,5,19\ / 1,7,14n / l,10,llN / 2,3 16\ 
V0,0, 0> V0,0, 0> V~-1,0,- Oj' V-2,0, OP W4, 0, 0^' V-1,0, 0> 



Ja8 



Ja4 



Ja2 



Ja2 



iTaa 



Ja;» 



24 
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94 



s. 0. 



/2,5,H\ / 2, 6,9\ / 2,7,8\ A4,9\ /4,5,6\ 



d^% 



(T=2 



J=:2 



<r»i 



cT»! 



95 



17 



/1,1,95\ / 1,2,48\ / 1,3,32\ / 1,4,24\ /^i,5,19\ / 1,6,16\ 



cr=8 



(T = 4 



J=2 



(f=2 



ir«:r4 



J-r2 



/ i,8,12N / 1,8,13\ / 1,9,Hn / 1,10,12\ /2,3, 19\ /2, 5, 10\ 

Wi,o, o> W3,o, o> U2,o, o> Ws, 0, o> Vo,o,~i> vo,-i, oy' 



(r=2 



cr=2 



d^'t 



<r=4 



(r«4 



<rr.4 



/3, 4, 9\ / 3,5, 7\ /3,6,6\ / 4, 4, 7\ /4,5, 5\ 



(f»l 



<r«:i 



cF=r2 



(r=:2 



ir»2 



96 



33 



/1,1,96\ /1,2,48n /1,3,32\ /1,4,24n / 1,4,25\ / 1,5,20\ 

(^a,o, o> V.0,0, o> 1.0,0, o> (^0,0, o> W2,o, o> k-2,0, oy' 



(TssS 



fr»4 



<r=4 



«^«4 



(rr=4 



(^»2 



/1,6,16n / 1,7,15n /1,8,12n / 1,8,14\ / 1,10,10\ / 1,11,«\ 

V.0,0, o;' V— 3,0, o;' ^0,0, o> V-4,o, o;' V-2, 0, 0> V-5, 0, op 



(r»4 



(^»2 



cr»4 



(T— 4 



(r=:4 



J»4 



/ 2, 2,25x /2,3,16n / 2,4,13n / 2,7,7n / 2, 7, 8\ A 3,m 
Wi,-1, 0>)' V.0,0, 0> U2,0, 0> Ui,0,0> W2,0,-.l>k0,-l, 0/ 



(^«=8 



<fB:4 



(r«4 



<r»4 



cr=r2 



J«2 



/3,3, 12N / 3, 3 13\ A4,8\ / 3,4,9\ / 3,4, 9\ / 3,6,6\ 
V0,O,-i;' Ui,-1,-V' V0,0,0> U2,0,0;' Wl,0,-i> V-2,0,0> 



(r«:4 



cr»4 



<r»4 



(f»i 



<rs4 



97 



15 



98 



15 



A 6, 6\ /4, 4,7\ /4,4,9\ / 4,5,5\ / 4, 5,6\ /4,5, 6\ 
V0,^l,-1> U,-2,0> U,2,2> 1,_1,0,0> \,-l,-2,0> M),0,-2> 



(r=2 



cr=s4 



crrB4 



(r«4 



(ro.2 



J»4 



/ 4,5, 7\ /4,5,7\ / 5, 5, 6\ 

(,_2,o,-2;' u,2,2;' 1,-2,— 2, -i;- 



rf=2 



(r=4 



(rr=4 



/1,1,97n / 1,2,49\ / 1,7,14\ A2,33\ / 2^ 3, 17n /2,3,20\ 



(T = 8 



J=:4 



<raE=2 



J»:6 



Ja2 



J=2 



A4,15\ / 2, 5,«\ / 2,5, ilN / 2,6, 9\ / 2,' 7,8\ 
Uj, 1> W2,-l, 0> Wl,0,-{;' i,-l,0,-l> V-2,-l,0> 



(r==2 



(r»:2 



<r:=s2 



cf«2 



<r*-2 



/2,7,8\ / 3, 5,7\ / 3, 6, 7\ /4,5,6\ 
U,i,i;' Wl,-i,0;' (,-2,-l,-l>/' l.2,l,l> 



cr«2 



<r»i 



J»! 



cT«! 



/i,l,98>v /1,2,49\ / 1,3,33\ / 1,6,17\ /1,7, 14y / l,9,m 

U,o, o> 1,0,0, o> ^-1,0, .o>\~2,o, o> ko,o, o> 1^-1,0, oy' 



(fs8 



J«4 



J=:2 



cr==2 



(r»4 



(r»2 
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D 



Anz. 



Redacirte positiTe ternSre Formen fär die Determinante -^D. 



98 



99 



s. 0. 



24 



100 



22 



A 2,25N / 2,3, 20\ / 2, 4,13\ / 2,5,10\ /2,7,7\ 

vo,-i, o^' Wi,Q,_i> i,_i,_i, o> W 1,0, o;» ko,o,o;» 

Jik4 (r»2 <f_i2 <r»2 <f— 8 

/2, 7,9\ /3,4,10\ A5, 7\ Y 4,5, 6\ 
U 1, V' V2,l, V' V0,0,-1> 1.-2,0, -1> 

(r_2 «Tnl Jmzi im^\ 

i, 3, 33 



fi,i,99\ ( 1,2,50\ /1,3,33\ 

<v0,o, 0^' Wi,o, o;» iv0,0, 0> 



( 1,4,25N 
Wl, 0, 0> 



(-1: l 'iD' 



<f«8 



(^-.4 



(r»2 



J«2 



/ 1,6, 18\ /1,9, H\ / 1,9, 12\ / 1, 10, 10\ /2,2, 33\ 
V— 3, 0, 0> V.0, 0, 0> V— 3, 0, Oy' k— 1, 0, 0> »^O,», — V' 



ir—4 



<ra4 



iri-2 



(T— 4 



<r->i2 



/2, 3, 17\ /2,5, H\ /2,5, 12\ /2, 6, 9\ / 2,7, 9\ 
V0,-1, 0> 1,0, 0, ~1> k2, 1, 1> U, 0,-l> W3, 0,-1;' 

6wmk (r«4 cr«.2 (f>=4 (ra2 

/3,3,11\ /3,4, 9\ A5,8\ / 3,6, 6\ / 3',6,7\ /'4,4,7y 
(^0,0, 0> 1.0,0,-1;' V2,1,V' V-1,0,-1> V-3,0,0>U,1,1>'' 

ir»8 (T— 2 (Ti-i (fssri (r«4 <r»2 

/ 4, 5,6\ /4,5,7\ /5,5,5\ 
W2,-l,0> V2,l,2> VI, 1,2; 

(TbI (TbI <r-.2 

/1,1,100\ /1,2,50\ /1,4,25\ / 1,4,26\ /1,5,30V/ ^8,13\ 
V0,0, O;» V0,0, 0> 1.0,0, 0> V— 2,0, 0> V0,0, 0> V-2,0, 0> 



cr=:8 



(r«4 



<r-B4 



(rs4 



(r«4 



<r->2 



/1,10,10\ /2,2,25\ / 2,3,17\ /2,3, 20\ /2, 4,13\ /2,5,10\ 

vo, 0, o> Vo,o, o> V— 1,0, oy' U,o,-i> U,-i, o;' U,o, oy' 



(r«8 



(TsS 



<ra2 



(rB4 



<r»4 



(r«r4 



/ 2,5, 12\ / 2,6,9\ / 2, 6,9\ /3,3,13\ /3, 5,7\ 
l.-2,0,-l> V_2,0,0>'' (,^1,-1,0> U,l, 1> VO,--J,0> 



J=2 



cr«:2 



Jb2 



«r=2 



Cfa2 



/ 3,5, 8\ / 3, 7, 7\ /4,5,5\ /4, 5, 6\ /5, 5, 5n 
^_2,0,-l> 1,_3,~1,-1> V0,0,0> 1,0,-2, 0> V0,-l,-2;- 



^»1 



<r»6 



(Ted 



<f«4 



(fa.1 



1S6 tS- Eisentteittt über redneirte pontive ternäre quadratische Formen. 

IL Tabelle der uneigentlich primitiven positiven ternSren Formen fflr alle 

negativen Determinanten von — 2 bis — 100*). 



D 



Anzahl 



Reducirte positive ternäre "Formen für die Determinante — D. 



10 



12 



14 



16 



18 



20 



22 



24 



26 



28 



1 



1 



(?:?:?)• 

^ — 12 

Ö;?:t)- 

/ 2, 2,4\ /2,2, 4\ 
V-1,— 1,0>^.0,0,-1/ 

A ■2.4\ 

J«4 

/2, 2, 6n 

/'2,2, 6n 

v.o,o,-i;' 

*r»i2 

/ 2, 2,6\ /2,4,4n 



<r>-8 



4 



/2, 2,6\ /2,2,8n 



^»4 



JaeC 



/2,2, 8n /2,4,4\ 
V0,0,-i;'M,l,1> 



(TaelS 



J»4 



/ 2,4, 4\ 

V-t.o.-iJ- 



2 



/ 2, 2,8\ /2,2,10>^ /2,4, 4>k 



<r«8 



<ri«6 



*) Für diejenigen Determinanten nnter 100, welche in dieser zweiten Tabelle tücht 
vorkommen, finden Iteine uneigentUch primitiven Formen Statt. Es sind dies alle onge- 
raden Züblen und alle ungeraden Potenzen von 2. 
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U 



Anz. 



Reducirte posithre ternäre Formen für die Determinante — ü. 



30 



34 



36 



38 



40 2 



43 



44 



46 



48 



50 



52 



54 



56 



58 



1 



/2, 2,8\ /2,2, iO\ ( 2,4,4\ 



<r«4 



awm\i 



<r=4 



/2,2J2n /2,4,6\ 



<r«i6 



<r— 2 



/ 2, 2,1(K /2,2, la-N /< 2, 4,6n /4,4,4>> 

^-1,-1, 0> U,0,-1> i,-2,-l,0;' ü,2,2;- 



(T— 8 



<ral2 



iT— 4 



<r-.8 



/2, 2,10\ /2,4,6\ 



J— 3 



/2,2,14\ / 2,4, 6n 



i^t 



cT— 2 



/2,2, 14N / 2, 4,6\ /2,4, 6\ 
U, 0, -V ' k-1, —1, Oj ' ko, 0, —ij- 



(r<«i2 



<r— 2 



<r-«4 



/ 2, 2,12\ /2, 4,6N /4,4,4x 



it»» 



(r->2 



/2, 2,12\ /2,2,16\ / 2,4,6n 



<r»4 



«^«6 



<r— 2 



U,0,-V' U,l,i> \3,1,V" 



ir«ii2 



if— 2 



<ri-4 



/ 4, 4, 4n 



<r-o6 



/ 2, 2,14\ /2,2,i8\ / 2, 4,8n /2,4,8\ 

(,-1,-1, o> U.i, V' k-2,-i,o;' u,i,i;- 



8 



gm,i 



<tmsi 



/2, 2,I4\ /2,2, 18\ / 2,4, 8\ / 2,6,6\ /4,4,4\ 
\fi,-i, 0> U,0,— Ij' V— 1,0,-^1> V-3,0,o;' u,i,i;' 



Ja4 



(T— 12 



«wmi 



12 



<r>i6 



/2,4, 8\ /2,6,6\ /4, 4, 4\ 

vo, 0, -i> U 1, V » ».o, -1, -i;- 



1^.14 



<f»2 



/2,2,2(K / 2, 4,8n / 2,6, 6\ 

U,1, V' K-i,-i,0j' i,_2,o,-i;- 



<r»i« 



<ra2 



<fa.2 
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D 
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60 



62 



64 



66 



68 



70 



72 



74 



76 



78 



80 



82 



84 



/ 2, 2,16\ /2,2, 20\ /2, 4,8\ /2,«,6N /4,4, 4\ /4,4,6\ 
Ul,-1, 0> V0,0,-1> <.0,^1,0> U,l, V' V0,ü,-1> U,2,2;' 



iT^^S 



cr-si;2 



(r»4 



J»4 



änmA 



<r«4 



/2, 2,16n / 2,4,8\ /2,4,10\ 

vo,-i, o;' k-i,o,o;' K»,U V- 



J-si 



<r.2 



ir-.2 



/2,2,22\ / 2,6, 6\ 

u,i, i>Ui,o,-i;- 



Ja6 



ir»2 



/2,2, 22n /2,4,10\ /2, 6, 6\ /4,4,6\ 
(.0,0, -1> U,l, 1> V0,0,-1> V2,2,l> 



ifal^ 



<ri-2 



J»4 



ir«2 



/ 2, 2,18\ / 2, 4, ION / 2,4, 10\ /4,4,6\ 
(,-1,-1, 0>W2,-.l, 0j^K-U0,-iJ^\i,i,2j' 



<ra>8 



(r»4 



J-b2 



<r.2 



/2, 2,18\ /2,2,24\ /2,4, 10\ / 2,6,6\ /2,6,8n 

U,-i, o>U,i, i> Vo,o,-^i> ^,-^,o,o>k3,^,^;• 



<r— 4 



ifs-e 



(r->4 



<r->4 



J-2 



/2,2, 24\ / 2, 6,8\ 
U,0,-1> (.-3,-l,0> 



<r-Bi2 



<re.4 



/ 2, 4,10\ /4,4,6N 

(,-1,-1, o> (.1,2,1; • 



(r«2 



(T^l 



/ 2, 2,20\ /2,2,26\ /2, 4,10\ /2,4,12\ / 4, 4,6n 

(.-1,-1, o>(.i,i, ^'(.o,-!, o>(.2,i, :>(._i,_2,o;- 



ir»8 



(r»6 



tri-4 



<r-> 



ir«i2 



/2, 2,20\ /2,2, 26\ / 2,4,10\ / 2,6,8\ /2,a,8\ 
(.0,-1, 0> (.0,0, -1> 1.-1,0, 0> 1.-3, 0,0> (.2,1,1;- 



(ri-4 



irBi2 



<r— 2 



iro.4 



<r»2 



/2,4,12\ / 2,6, 8\ / 4, 4, 6\ 
(.1,1, 1;^ (.-2,0,-1;' (.-1,-1,-1;- 



<r->2 



cT— 2 



ir-.2 



/2,2,28\ / 2,4, 12\ / 2, 6,8\ /2,6,8\ 
(.1,1, 1> i._l, 0,-1; '(.-2,-1,0; '(.1,1,1;- 



(r»6 



(^-.2 



<r«i2 



<rai2 



/ 2, 2,22>| /2,2, 28\ / 2, 4, 12\ /2,4, 12\ /4,4,6\ 
(.-1,-1, 0;' (.0,0,-1;^ (.-2,-1, 0;' (.0,0, -U' V1,1,V' 



«TaS 



<r— 12 



<r«4 



<r-.4 



cf»t2 



/4,4,8N /4,6,6N 
(.1,2,2;^ (.3,2,2;- 
I (^»4 <r»4 
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D 


AlHS« 


86 


3 


88 


5 


90 


6 


92 


5 


94 


5 


96 


4 


98 


1 


100 


6 



Rednctrte positive ternire Fonnen fBr die Determinante — D. 
/2, 2,22n / 2,6, 8n /4, 4, 6\ 



dwmi 



d^% 



iT— 1 



/2,2,S0\ / 2, 6,8\ /2,6, 8\ /2,8,8\ / 4, 4,6\ 



Ji-6 



^«it 



iT— 4 



Ji-4 



(r»2 



/2,2, 3(K / 2, 4,12\ /2,4,14\ /2, 6,8\ /4,4, 6\ /4,6,6\ 
V0,0,-1> V-1,-1, 0> Ul, «> V0,-1,0> V0,0,-1> Ul,2> 



ir»i3 



«r«! 



iri-2 



(T— 4 



<f— 4 



(ri-2 



/ 2, 2,24\ /2, 4,12\ /2,6,10\ ^4, 4,6\ /4,4,8\ 

V— 1,-1, o>v,o,— 1, o>Ui, i> vo,-^,o>M,l,2;• 



lr-B8 



iT— 4 



iT— 2 



ir«2 



(T»! 



/2, 2,24\ A2,32\ / 2,4,i2\ /2,4,14\ / 2,6,8\ 
VO,-!, 0>U,1, 1>V-1,0, 0>U,1, i>Wl,0,0> 



ir»4 



^—6 



iT— 2 



ir»2 



<r»2 



/2,2, 32\ / 2,4, i4N / 2, 6,10\ /4,4,8\ 
i.O,0,-l> Wl,0,-1> V-3,-1, 0> V2,2,l> 



ir»i2 



iT— 2 



J— 4 



^1-2 



A4, 14>v 

vo,o,-i;- 



ir»4 



/ 2, 2,26\ /2,2,84\ / 2, 4, 14n A6,10\ /«.8,8\ /4,6,6\ 
(,_1,_1, 0>/' Vl,l, 1> V-2,-1, 0> V2,l, 1> V3,l, V' 0,2,2;' 



<r«i8 



<r»6 



ir»4 



iT— 2 



dwmJk 



<r»8 
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Redncirte Formen fflr die Determioante —385 = —5.7.11. 

Formen- Anzahl =59. 

i5 Foiinen mit der Determinante —385, deren Transformationszahl ^a=l ist. 

A 6, 23\ /3,7,20n /3,8,18\ /3, 10, 15\ /4, 6, 17\ /4,8,i5\ 
K-l,-l> U<, V' Ul, V' U, 1, 1> KS),-i,-i)^ U,2, l> 

/ 5,6, 15\ /'5,7,12n /'5,7,14\ / 5,8, 1(K /'5,8,Hn / 5, », <1\ 
V_l,0,-2> U,l, V' U«, 2j^ \-l,0,-V> K2,2, l>^,_3,-t, -2> 

/6,8,Hn /7,7,Hn / 7, 8, 9\ 

Ul, 3;'k2,3, 8> W3,-i,-2;- 

25 Formen, ffir welche iss2. 

( 2, 3,65\ / 2,5, 43\ / 2, g,22\ /«, 10, 2i\ 72, 8, 27n / 2,7, 3I\ 
(,_l,-.l, o;»V-l,0,-l>V-l,-l, 0;»V2, 1, l>Ul, l>V-3,0,-i> 

/ 2, 13,16n /2,H,20n /2, 12, 19\ / 2,15, 15\ /2,I4,17\ /3,4, 35\ 
W3,-l, 0> U, 1, \h V5, 1, V' V-5, 0,-1;' U, 1, V' U,0,-1> 

/3, 5,26\ / 3, 5, 29\ /3, 11, 12\ /3, 13, 13\ /4, 7, 14\ /4,9, H\ 
(.0,-1, 0> (,_2,-l,-l> (.0,-1, 0> U, 1, V» U,-l, 0> U,0,-1> 

/ 5, 5, 17\ / 5, 5, 19\ ( 5, 6, 13\ / 5, 10, U\ /7, 7, 8\ 
(,_2,_2, 0;' k-1,-1,-2;' Wl,0, 0> (.-5,-2, 0> U,-1,0> 

/ 7, 7,9\77,8,8\ 
(.-2,-2, 0> (.1,2,2; • 

17 Formen, ffir welche ds4. 

/1,5,77n /1,7,55\ /1,11,35n / 1,2,193\ / 1,10,41\ / 1,14,31\ 
(.0,0, 0> (.0,0, OJ' (.0, 0, o;» V-1,0, 0;' W5, 0, 0;' (.-7, 0, OJ' 

/ 1,22,23\ /2,3, 77\ /2,4, 55n /2, 5,39\ /«,6, 35\ /2, 7,28\ 

V.-11, 0, o> (.0,0,-1;» vo,o,-i;' ko,-i, o;» (.00,-1;^ (.0,-1, o;» 

/2, H,18\ /'5,7,11\ / 5,9,9\ /6,6, «\ / 7,8,8\ 

(.0,-1, o;» (.0,0, o;> (.-2,0,0;' <.o,o,-i;» ^3,0,0;- 

Je eine für welche ^ = 6 resp. 3 = 8. 
/2,2,129\. /1,1,385N 

u,i, i;'v.o,o, o;- 

(Im nächsten Hefte folgt ein Anhang zu diesen Tafeln.) 
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13. 

Sur rintroduction des variables continues däns 

la theorie des nombres. 

(Par Mr. C. Hermiie, ezaminateur d'admission i T^cole polytechnique , ä Paris.) 



I. 

jnLmene depais long-temps par des rechercbes sur la tb^orie des 
fonctions elliptiques et Abeliennes, ä diverses questions d'Aritbmötique transcen- 
dante, je viens offrir aax lecteurs de ce recaeil, quelques uns des resultats 
auxquels je suis parvenn, et les principes de la metbode que j'ai suivie. Ces 
resultats sont relatifs surtout aux nombres complexes, considör^s en gen^ral, 
ou ptutöt a la tbeorie de certaines formes decomposables eu facteurs lineaires et 
dont on verra plus bas la defiuition. Ponr la metbode, son principal caractere 
consiste dans Tintroduction par nn procede ginirnl et tres simple, de variables 
continues, qui fönt dependre les questions relatives aux nombres entiers des 
principes analytiques les plus elementaires. C'est la surtout, ce que je me 
suis propose de faire ressortir avec evidence, en revenant mdme sur une des 
tbeories exposees avec tant de profondeur et d'elegance dans les ^Disquisitiones 
aritbm.'^ (la distribution en periodes des formes de determinant positif), pour 
la presenter sous un nouveau point de vue. Quant aux questions nouvelles 
que j'ai essaye de traiter, je suis loin de les avoir approfondies autant que 
je Taurais soubaite; aussi je demande Tindulgence du lecteur pour ce que mon 
trävail aura d^incomplet, esperant par la suite y revenir et le perfectionner. 

«• 

On connait toute Pimportance du problöme genöral, dont Tobjet est de 
distinguer, si deux formes sont äquivalentes, oo non, et de trouver dans le 
premier cas toutes les transformations de Tune dans Tautre. Je m'occuperai 
sous ce point de vue, des formes quadratiques d^finies, a un nombre quel- 
conque de variables, et des formes binaires de degre quelconque, pour pre- 
senter d'une maniere nouvelle , ce que j'ai deja dit tome 36 de ce Journal. 
J^essayerai ensuite de fonder la tbeorie des nombres complexes, sur P^tude 
d'une Serie parliculiere de formes, que je definis de la maniere suivanle. 
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Soit 

f{u) = ti'^ + Jtt'-Hßti'^' + ••••+ Jfti + I/ = 

une equation irredoctible a coefficients entiers, et 

y.(fi) = iiiffi'^* +/'/^"""*+ • • • • -f ^i w +*» 
une fonction entiere de ti^ ä coefficients entiers: l^expression 

Norme {Xcp,{u) + r<p,(ti) + . . . . + Fy„(fi)} 

sera evidemment une fonction homogene et a coefficients entiers des n variables, 
X, Y, ... . V. Je nomme encore, ^^ le determinant du systdme 

Uli pl .... Ti Si 
W»2 P2 ^2 *2 



•w,, p„ . . . . r„ *„ 

Cefa etant, j'assimilerai ä Tensemble des formes qoadratiqaes de möme 
determinant, toates les expressions 

* = j- Norme {X(pi{u) -f Y(p^{u) -| \- V(p^(u)} 

dont les coefficients se reduiront a des nombres entiers. Ainsi il faat con- 
cevoir que la fonction /"(n), ne changeant point, on attribue a ^ la serie 
indefinie des valeurs entieres, pais qa'on prenne pour chaque valeur de J, 
toas les systömes de nombres entiers, m, p, .... s, qni donnent a la Norme 
le facteur J. Distribuer en classes distinctes, toutes les expressions 4^, obtenues 
de la Sorte, sera la qaestion fondamentale d^une theorie analogue a celle des 
formes quadratiques binaires a facteurs reels, et qui indique sons quel point 
de vue j'envisage Tetude des nombres complexes. 

La definition precedente pent ötre simplifiöe, en observant que toute 
forme a une equivalente, dans laquelle le Systeme: 



Wl 


Pl • • 


• . r, 


*i 


IN} 


Pi • • 


• . f*2 


*2 


• 
• 


• 
• 
• 


• 
• 
• 
• 


• 
• 


fnn 


Ph ■ • 


• • r„ 


*» 
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dont le d^lerminant a p' valeurs J, est remplace par le snivant: 

^ ff h . . • , / 
d, h! . . . . r 

ö\ . . . . r 

• • • • 

• • • • 

• • • • 

• • • • 

.... d,^, 

Les nombres enliers, designes par les lettres^ §> h, .... l, sont positifs 
et verifient tons les conditioDS 

ß<c^ii A<i^2^ .... /<:<y„-i9 

et on a toajoars 

Ainsi poar chaque valeur de ^^ on voit qu'il n'existe jamais qu^un nombre 
fini d^expressions 4>j distinctes. Mais je m'occuperai tout d'abord des formes 
binaires, qui offrent dans des circonstances analytiques plus simples, Tapplication 
des mSmes principes. 

III. 

La theorie connue de la reduction des formes qnadratiqiies de determi- 
nant negatif, etant le point de depart des recherches qne je vais exposer, je 
le resumerai en peu de mots. 

1**. Toute forme /* = aor^-f 26a?y-[" ^>'^> ^® determinant negatif 
b^ — ac=—D, a une equivalente F=AX^']-2BXY^CY\ ou le coef- 
ficient moyen 2B, est en valeur absolue inferieur ä ^1 et C Considerons 
en effet, Tensemble des transformees deduites de f, par la Substitution 

y = nX-^-tiüY, 
m, n, r/io, Hq 6tant des entiers tels que 

mwo — MqU = 1; 
puis rdunissons dans un möme groupe, toutes Celles oü le coefficient de X^, 
est le plus petit possible, et choisissons dans ce groupe la forme ou le coef- 
ficient de F^ est lui-möme un minimum: cette transformee remplira les 
conditions enoncees. 

Pour le prouver, il suf&t de faire voir qu'on ne peut supposer + 2JB >> il^ 
puisque A, est evidemment le minimum absolu de f, pour des valeurs entieres 
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des indeterminöes , et Jie peat sarpasser C; or on en condaerait 

et la sobstitution 

X = -X'+F' 

F = -Y' 

changerait F en 

transformee equivalente, oü nn coefficient moindre poor F^ est associö avec 
le möme coefficiont de X^. 

Les formes obtenues par la möthode cpii vient d'ötre iDdiquee, se nom* 
ment formes reduites, et il est Evident que pour une dasse donnee, on a av 
plus deox redaites, qui ne different qoe par le signe da coefficient moyen. 

2^ Les conditions 

±2B<:A 

±2B<C 

donnent 

AB'^AC, 

d'ou Ton tire, a caase de D = AC — B\ les limitations snivantes: 

On en dödoit immediatement qae les formes ä coelficients entiers de adme 
döterminant , peovent ötre distribaees en an nombre limitö de classes, pais- 
qa^elles ne donnent qn'an nombre limit6 de r^daites distinctes. 

3^ Les conditions ±20 <C^^ +2B<zCj sont completement enracte- 
ristiqaes des formes r^daites. En effet, sapposons ponr fixer les idöes, B positif, 
et prenons F{x,y)=:^Ax^ — iBxy-^-Cy^y les eqnations identiqoes 

i^(^-l,^) = F{x,y)-A(,x-y)-y(,A-2B)-A{x-l) 
F{x,y^\) = F(x,y)-C(y-x)-x{C-2B)^Ciy-l) 

montrent, qa^on diminae la valear nameriqae de la forme, en dimianant d'nne 
nnite, celle des deox indeterminees dont la valeor absolae est la plus grande. 
On conclnt de la, qae A ei C sont les deax premiers minima de J^^ ponr 
des valears entieres des indeterminees; le troisieme minimam est^ — 2i7-f C 
Cette demonstration de la proposition enoncee est dae a Le^emdref je me 
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sais seryi de la propriete importante des formes rdduites ^ur laquelle eile 
se fonde, dans ma recherche da minimum d'une forme ternaire difinie, poor 
des valears entiöres des indeterminees, dont Tune est snpposee ögale k rmiitö. 

IV. 

Comme premiere application des resultats prdcödents, considörons la 
forme solvente: 

dans laquelle a et ^^ sont des quantitdes reelles quelconques; seit 

F = AX^^2BXY+CY^ 

sa reduite, et 

y = nJC-f fioT 

la snbstitation propre ä Tobtenir. La condition AC <C iD donne ponr le 
coefBcient minimum ^^ la limite y^D); on a d'ailleurs: 

D = -^, A = (m — anfi-jr, 
donc: 

Pour une valeur donn^e de J, on peut toujours diterminer deux entiers 
m et it^ tels qu^on ait: 



Or de lä se tirent plusieurs consequences : 
l^ Le produit des deux facteurs (m — anf et -^ etant toujours 

(m — anf -f "jrj 9 on aura a fortiori : 






ou 

m — an 



nV3 
On a d'ailleurs a la fois: 

(m-anf<^^i, ^<^l/i ou n^<^y#; 
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donc, 00 peut approcher indefiniment d'une quantite quelconqae a par des 
fractions — de teile sorte que Terreur a seit toujours moindre que tttö' 

2^ Les deux entiers m et n, donnant ponr nne certaine valeur de J, 
le minimum de f, on ne saurait avoir deux autres nombres entiers m', v!, 
tels que »' soil <in e\(w! — an^f <C.{m — anf^ donc, m — an represente un 
minimuiD absolu de la fonction lineaire x — ay, relativement ä toute valeur 
entiere de Xy et a des valeurs entieres de y, qui ne surpassent pas n. Donc 

encore — approche plus de a^ que toute autre fractlon de denominateur 

moindre, car Thypotbese n* <in, entrainant {nh' — afi!f':>{m — an)\ on en 
deduit immediatement : 

(7 -'■)">(f -<■)■• 

3^. Laissant de cöte la recherche complete de tous les minima de la 

fonction a, ces minima etant relatifs a des valeurs entieres quelconques 

Ae X, e\ k des valeurs entieres de y, inferieures ä une limite donne, qu'on 
fait grandir indefiniment: je considere deux minima consecutifs de f, auxquels 
correspondent deux systemes distincts x = my y==nß puis x = m', y=n!. 
On devra concevoir deux valeurs infiniment voisines de J^ auxquelles 
appartiennent successivement les deux systemes, de sorte qu^en designant par c^^ 
nne quantitö infiniment petite, on ait: 

en mettant la seconde inegalitö sous la forme 



« ötant encore infiniment petit; et multipliant membre a membre, il viendra: 

((m-an)(r/.'-fl«H:^HC j ) <1^+T^*- 

On en conclut, en negligeant e, vis a vis des quantites finies: 

(f/in' — nm'f <Z i , 
et par suite: 

mn'-^nm' ==;= +1 
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Getto relation prouve entre autres choses, qa'etant donndes trois fractions 



m m' m" 



consecutives, — « --d — td on aara cette loi de formation: 

m" = km! ±n, 

n" = kn!±n; 

k ötant eotier. On peut toujours en effet supposer deux inconnnes, k, l, 
definies par les deux equations: 

m" = km''\'lm 

n" = An' 4- In, 

lesquelles donnent / = — r— - — r- = + 1 ^ '© numerateup ayant aussi bien 
que le denominateur, Tunitd poor valeur absolue. 

V. 

Ca qa^on vient de voir sur rapproximalion des quantites par des fractions 
rationnelles, 6tait connue par la theorie des fractions continnes; en faisant 
dependre ces resultats de la seule notion de formes reduites de determi- 
nant negatif; j'ai en pour but de donner nn premier exemple de Temploi 
d'une variable continue, dans une qoestion relative aux nombres entiers, et 
aussi de faire voir comment cette longue chaine de verites propres ä rarith- 
metique transcendanle , se lie dans Torigine, aux elements de Palgebre. La 
recherche complöte, des conditions d^eqnivalence de deux formes de deter« 
minant negatif, se presenterait niaintenant, comme consequence des resultats 
qui viennent d^dtre obtenns, mais je ne saurais pour cela, que reproduire 
Touvrage möme de Mr. Gauss. Laissant donc de cöte les propositions impor- 
tantes qui se rapportent a requivalence propre et impropre aux formes am- 
bigues, j'arrive a la theorie des fonctions homogenes telles que 

l^ Designons par x-^-ay les facteurs lineaires r^els, et par x-^-ßy, 
^'{'TX '^^ facteurs imaginaires conjugues de la forme proposee, de teile sorte 
qa'on ait: 

f{x,y) = 

ao{x^a^yXx^a^y)....{X']'a^y).ix^ß,y){x-}-y,y)....(X'\'ßyy){x + ryy) 
et 
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composoDS ensaite, avec ces factenrs, et avec des qnantites röeUes, ti^t^^.. ..^ 
tii, ti2, .... la forme quadratique definie: 

Cela etani, on concevra qo^on caicule la suite indefinie des sabstitutions 
propres a riduire (p, lorsque las variables / et ti passent par tous les etats 
possibles de grandenr. Chacane de ces substitutions, faite dans f, donnere one 
certaine transformöe ; nous d^signerons lear ensemble par le Symbole {f). 
Or une premiere Observation consistera en ceci: 

f eXF ^tant äquivalentes , (/) et {F) seront composes des mdmes formes. 
Pour le demontrer, seit 

y = nX-^-n^Y, 
la Substitution qui change f en 

posons 



a 






on aura 

F=Jo(X+a,r)...(JC4-a^r).(X+b,F)(X+c,F)...(jr+b,F)(J:+c,F), 

et la forme quadratique 4>, compos^e avec F, comme q> avec f, sera: 

*=l?(X+a,F)H----+r;(X+a^F)+2l7,^(X+b,F)(Jr+c,F) + -.. 

... + 2l7,^(X+b,F)(X+c.F). 

Cela posö, si Tune des formes de (/") a ^te obtenue en faisant dans f, la 
Substitution propre a reduire (p, lorsqu^on y suppose en general 

/ = T, ti = v: 

je dis que la m6me forme se trouvera dans {F)^ et aura ^t^ obtenue en 
röduisant 4> dans Thypothese 

Seit pour abreger, P, la Substitution qui transforme f en F, et Q, la 
Substitution propre a reduire (p; on v^rifiera d'abord immediatement que par 
la Substitution P, cp devient #.* donc reciproquement, par la Substitution in* 
verse P"^, 4» devient tp, de teile sorte enfin, que (p et 4^, se changent en 
une seule et m6me forme reduite par les substitutions, Q et P^^.O. 
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MaiDtenant ces deux substitutions , faites respectivemeiit dans f et F, 
donnent une mdme forme; la substitation inverseP'^^ ramenant tout d^abordi^a/I 

U est ainsi proov^ qoe toutes les formes de (f) sont dans (JP); la 
redproque est Evidente, car od peot raisonner ie F k f, absolnment comme 
OD Ta fait de f ä Ff (f) et (F) sont donc identiques. 

2^. G'est parmi les formes dont Tensemble a H6 dösignö par (f) qae 
Doos ohoisirons une ridaite poor reprösenter la classe entiere k laquelle ap- 
partient ff dans ce bot doqs allons ötablir qnelqaes rösoltats preliminaires. 

Seit, pour an Systeme dötermine de valeors de < et tf^ 

y = nJr-f iioF, 

la substitation propre a redaire 9; en conservant les notationa pröoMentes, 
la tranaformte ridaite # sera: 

*=I?(J4.a,F)+.... + r;(2r+a^r)+2l7,^(jr+b,F)(X+c,^ 

...+2r,^(j+b,r)(j+c,F) 

les qaantitte T et 17 ayant poar valears: 

ar = «»(m+aii)% U^ = •i^(m4-/9ii)(»+yii). 

La tranaformöe dedaite de fj par la mdme sabstitation, sera ögalement repr^ 
sentee par 

F= Jo^-4-j,j:*-*f+....+4.^,jt-^+^.f« 

= 4,(2r+a,F)....(X+a^F)(i:4-b,F)(2r+c,F)...(2r+b,F)(X^ 
Seit encore, poar abröger, 

* = PJi?+2QXF+RF% 
de Sorte qae 

I74.....4.T;+2r?+..-.+i8l7J = P 

iijar?+----+«^T;+2b,o,i7H----+abr^ü? = a 

On poorra fisire en g^nöral^ 

aT = yj/R, y(bo)l7 ^^ ^yR; 

les qaantitis, w, a, d*ane part, <p, % Ae Taatre, donnent les ^ations cor- 
respondantes 

öij^....^co^^2lB?+ f-2»^* = 1 
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Enfin nous remplacerons requation untque 

par les deax suivantes: 

X etant Targument de rimaginaire b. Cela pose, nous transformerons comme 
il soit, l'expression en factears lineaires de t\ Maltiplions las factears reels 
jr~|-aFpar T, et chacun des factears imaginaires conjugues, X-^-hY, X'\-cT, 
par 17; on aura d'abord: 

pnis en introduisant les qaantites la, m, (p, yj, et reprösentant , pour abr^ger, 

l\T2....T^.U^Ui....Ui par (Tu): 

F= ^. . . . (ai|/P. JT+yi/R. F)(cö>/P. JT+i^'WR. Y) 

(fö]/P'. jr+ e-'Vi/R. Y) 



Cr teile est Texpression de F, a laquelle nous voulions arriver; par ane simple 
raison d'homogeneit^, on en deduit cette conseqnence importante, savoir: 

Le prodnit de deux coefficients de F, egalement eloign^s des extremes, 
s'exprime de la maniere suivante: 

la quantite designee par (t), dependant senlement de co, ID, ^^ ^ et il. 
On a par exemple 

3^ Cette quantite (t), qoi est evidemment reelle, a ane valenr nu- 
merique essentiellement limitee, et dont le maximam s'obtient, quel qae soit i, 
en annulant les arguments A^ et en faisant 

1 

on obtient ainsi la Hmite 

... _ 1 /M.M — 1....M l4-l\* 

Je pense pouvoir sopprimer la demonstration , qu'on trouvera sans peine. 
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4^ D n'a point ete introduit jusqa'ici qae la forme qnadratiqoe 
foi redaite. Or cette condition donue, en representant par D le determinant 

PR - Q^ 

PR < iD, 

d'ou Ton deduit la limitation: 



(Tu)* 
On est aitisi condoit ä etndier avec attention Texpression 

^ "" (TUf ' 

et en prämier lieu ä chercher comment eile dopend des variables t, u, restees 
entierement arbitraires. J'observe a cet effet, qa'on a 

= flo(«w+«i^) •••(»» + «/•»)(»» +/3iW)(»w 4" yiW)----('w4-/?y^)(»»-j-yyn). 
On a pose d'ailleurs 

et on en deduit immediatement que 

A _ «n 



En second Ueu le determinant PR — Q^ de 4>, peut 6tre remplace par le de- 
terminant de q), ovL n^entrent que les variables t et ti; on a ainsi: 



e 



«SD*" 



(tu)' 

Teile est donc la fonction de t, u, et des quantites propres seulement a la 
forme f, et qui sert ä limiter les coefficients de toutes les formes conte- 
nues dans (/*). 

b"*. II Importe de bien voir comment cette fonction 0, est li6e ana* 
lytiquement ä la classe entiere des formes equivalentes ä f. A cet effet con* 
sidörons nne transform^e quelconque F, deduite de f, par la Substitution 

y = »JT-f-fioF. 
La fonction 0^ relative a F, s'obtiendra en remplacant dans 0, les quantites 

öü, a, (S, y, 
respectivement par 

4ü5 a^ b) c. 

27* 
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MetloDs encore a la place des variables i el u, ie 0, d^autres lettras 
T et Di cela fait, je dis que el 0, colncideront , en prennant: 

T^ ^i'im-^ an)\ ü^ = ti^ (m + an) (m + ßn). 
Effect! vement, on troavera comme toat-a-I^beore : 

D^aatre part, ainsi qa^on Ta ötabli pröcedemment, la forme quadrattque ^, 
composöe avec F, de rnöme qae g> avec f, savoir 

* = r,^CX+a,r)H---- + l^(^+a^F)^ + ü?(-3r+b.F)(X+c,F)+ 

00 bien dans rbypothese admise: 

*= ^(m-f a,ii)'(X+aiF)^ + ...-+<;(m+a^n)^(X+a^r)H etc., 
se dödaira de (p, par la substitotion 

y = nX+iiüF; 

donc les döterminants de ces deux formes seront les mömes; donc le rapport 
Mabli entre les variables de 6, et celle de 0, read ces deux fonctions identiqnes. 

DeU se tirent deux conseqaences importantes. 

Premierement : les fonctions et 6j relatives a deux formes äquivalentes 
f et F, prennent les mtoes valeurs , lorsque les variables passent par tona 
les ötats de graodeur, et ont mAme minimum. Ce minimom sera ponr tfona 
la döfinition de döterminant de la forme binaire de degre quelconque. 

Secondement: les formes quadratiques (p et <^, döduites de deux formes 
difförentes / et F, avec les valeurs de / et ti d^une part, T et 17 de Tantre, 
qai donnent le mioimum des fonctions et 0, deviendront äquivalentes en 
m6me temps que f et F. Ainsi se deduira de q>, par la m£me substito- 
tion que F de f. Pour rappeler cette propriitö, nous dösignerons dorönavant, 
la forme quadratique q>j la correspondante de f. 

VI. 
Les considerations pr^cedentes nous conduisent a nommer formes binairea 
de mdme determinant, Tenaemble des fonctions homogenes de m£me degri, 
ponr lesquelles le minimum absolu de la fonction aura une mdme valeor. 
Nous donnerons aussi le nom de reduites d'une forme /" ä la forme uniqoo, 
ou aux formes de Tensemble (/*), qoi correspondent ä ce minimum de $• 
Cela ötant, on 6iablira facilement ces propositions : 
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1^. Les formes equivalentes ont les mtoes rödnites. 
Sopposons quo le minimiini de la fonction 0, relative k f, s^obtienne 
poar les valeurs: 

le m6me mimmam de la foDoüon 6^ relative k iine tranafonnde äquivalente F, 
d^doite de f, en faiaant 

y = iiX+j^r, 
Gorreapondra anx valenrs: 

Or il a ete d^montrö plaa haut qoe les formes de (f) et (J^), correspon* 
dantes a des valeors de /, n, T, ü. Mies de cette maniire, ötaient pridsö- 
ment les mdiiies. 

Cette propositioD fait döpendre r^qnivalence de deox formes, de Tiga*- 
liti absohie entre les r^dattes, ou les groopes de rdduites qai lear correspondent. 

2^ Les formes a coefficients entiers, de mime dötermioant $, se 
diatribaent en an nombre fini de classes. 

Toates ces formes ne donnent en eifet qn'un nombre limitö de rödnites; 
car oes rödoites etant reprisenties par 

on a ponr toates les valenrs da nombre entier i^ de zero k n, la limitation: 

^^-.<(«)^4( -T»:.::r'+') '«- 

VII. 
Ponr prämiere application des principes qai viennent d'6tre ezposös, 
nons considörons les formes qaadratiqoes ä facteurs r^els. Alors la fonction 6, 
comme on le voit immödiatement, est indöpendante des variables /i, t%^ et 
se rödait a Texpression connae da determinant. On a alors Texemple nniqae 
dana les formes a deax indetermin^es, mais qai se r^prodaira dans la snite 
de ees recberches, et an pea plas Gianda, d^on nombre infini de rödnites, 
ponr ane forme donnee. Effecüvement les variables /i, /s restant arbitraires, 
les rödaites d'une forme f, donnent Tenseroble designe par le Symbole (/*), 
et il s^agit maintenant de les obtenir par la reduction continuelle de la forme 
difinie cp. lorsaae les variables nassent nar tons les etats de irrandenr. Poar 



204 ^S. Hermite, mut Vinirod. des variables coni. dans la ihdorie des namhres. 
employer les notations habituelles, nous poserons: 

00 aura: 

et en inlroduisani dans ip, le rapport C^^ ^ ^^ y fis^^*^ seol au fond: 

de Sorte qoe Tensenible {f) des reduites, s'obtiendra en faisant dans f, toutes 
les sobstitutions propres a rödnire (p, lorsque l varie d'une maniere contioue 
de zero a Tinfini 

En restant dans le cas general, oü les coefficients de f, sont des quan* 
tites qoelconques, nous nous fonderons d'abord sur l'observaiion anivante. 

V. Concevons qu'on attribue aux indeterminees de (p, tous les syst6mes 
possibles de valeurs entieres; soient consideres toutefois comme distmcts^, denx 
systdmes tels qoe x, y et — x, — y, et qa*on ränge par ordre croissant de 
grandeur les valeurs obtennes: 

On aura ainsi une suite qui dependra de la valeur de l, et que nous 
desigoerons parle Symbole (A); en ayant sein, si plusieurs systemes des 
indeterminees reproduisaient une m6me valeur de ip, de les reunir pour 
les Gomprendre dans un roöme groope. 

Cela etant, faisons croltre X, d^une maniere continue de zero a Tinfini 
positif, et cherchons comment s'introduisent des changements dans Tordre des 
termes de Tensemble (iL). J'observe a cet effet, que tous ces termes sont 
des fonciions continoes Ae l, de teile sorte qu'en passant d'one valeur de* 
terroinde A^, ä une autre infiniment voisine, ^-f ^^^ ^^ n^alterera jamais Tordre 
de deux termes consecutifs, tant que leur difference sera une quantita finie. Mais 
Gonsiderons que les groupes formes de la reunion de deux ou plusieurs termes 
offrent pour la valeur particuliere Aq, des valeurs numeriques egales; on voit 
dairement que deux termes reunis pour l=zj^^ auront d^abord et^ separea« 
puis auront intervertis leurs rangs, en passant d'une valeur un peu inferieure 
a une valeur un peu superieure a ^. Car en representant X par une abscisse, 
ces deux termes seraient les ordonnecs de deux droites, qui apres leur inter- 
seotion , changent de position relative par rapport a Taro des x. C'est donc 
toujours en devenant egaux, que deux termes consecutib echang^eni leurs plaoea, 
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poor enlrer dans uiie suile nouvelle. Avec cette Observation bien simple, 
l'operation aritbrnetique de la rödaction continaelle de <p, poor toutes les valeurs 
positives de X, de %kvo k Finftni, devient fädle ä saisir, comme on vb voir. 

2"^. Prenons pour point de depart, one transformöe röduite de tp, dont 
les coefficients extrömes soient inegaux. Ces coefficlents reprtoenteront, comme 
on Ta etabli, les denx premiers minima de (p; donc, lorsqne X, croissant d^nne 
maniere continue, atteint la limite au dela de laqnelle une nouvelle reduite vient 
s^offrir, Tune ou Tautre de ces deux circonstances aura nöcessairement lieu. 
On bien, le troisieme minimam deyiendra ögal au second, puis le remplacera, 
on bien les deux premiers minima deviendront eux m6me 6gaux, et inter- 
vertiront leur ordre. Le premier cas pourra d^abord se presenter plusieurs 
fois de suile, mais le second finira necessairemenl par arriver; car ä moins 
d'ötre independant de X, nn mdme terme ne pourrait tonjours dtre le premier 
minimum. II est evident d'ailleurs, quMl n'aura lieu qn'une seule fois; ce qui 
conduit a le consid^rer d'une maniere particuliere. Nons nommerons donc 
r^duites principales, les formes de (/*), auxquelles correspondent des röduites 
de (p, dont les coefficients extremes sont egaux; toutes les autres recevront 
le nom d^intermediaires. Cela pose, lorsqne X, croissant d*une maniere con- 
tinue, one transform^e reduite de ip, cesse de Tdtre, par suite de T^cbange 
du troisieme minimum avec le second: la Substitution propre k obtenir la 
röduite suivante, sera necessairement 

ou son inverse: 

X = X- Y, 

r= ^ 

En effet, le coefficient de IC^ reste ^gal au premier minimum, et celui de Y^, 
est bien le troisieme, en employant la premiere ou la seconde Substitution , seien 
que le coefficient raoyen sera n^gatif ou posiiif. De la ro6me maniere on 
obtiendra donc ainsi tonte röduite fntermediaire de {f) au moyen de la r^duIte 
pricedente. En second lieu, si une reduite de ip^ cesse de Tötre, par suite 
de Tecbange des denx premiers minima, on aura la Substitution 

X =^ Y, 
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Mais alors on sera parvenii a Tane des röduites prinoipales de (/*), 
que Gelte Substitution changera en son associee opposee. Et en coDtinoant 
les Operations, on verra de nouveau s'offrir une suite de riduites internus 
diaires, puis une rednite principale suivie de son opposee, et ainsi jnsqa*^ 
Tinflni. Nommons, pour abreger, P et Q, les sabstitutions : 

x = X-\-Y x= Y, 

r = Y r = -^/ 

en partant d^une röduite principale, de rang quelconque, la snbstitutlon poor 
obtenir la suivante, sera Q, suivie de P ou son inverseP*^ prise autant de 
fois de suite, quMl se prösentera de formes interroediaires, c. k d. QP^, le 
nombre entier t ^tant positif ou nögatif. Et en general, on peut rösumer les 
Operations relatives a la reduction de la forme (p^ pour toutes les valeurs de l, 
croiasant d'one maniere continue de z^ro a Tinfini positif, dans la formnle 

....QP^QP^QP'.... 

3"". Les formes de (f) , que nons avons nommees prinoipales , ont des 
caracteres distinetifs de toutes les autres, et qu'il Importe d^ötablir. 

A cet effet, seit 

F = AX^'\^2BXY'\^CY^ = JC^-f ar)(X-f a'F) 

une transformee quelconque de f, obtenue par la Substitution 

on pronvera d^abord immediatefnent que JP appartiendra &(/), si la forme döftnie 

* = iX-\.fiYfi.X(X-{-B'Y)\ 

est rödnite, en attribuant a l^ une valeur positive convenable; et cette con- 
dition est a la fois necessaire et süffisante. Mais si Ton veut de plus que F, 
seit une forme principale, il faut qu'on puisse faire: 

ainsi Tone des deuz quantitis a et a^ doit £tre plus grande et Tantre plus petita 
qae ronitö. D'ailleurs , d'apres la valeur de k, 4^ devient 

donc pour que ce seit une forme reduite, on doit poser 



C-^1 



1. 
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Röciproquement, cette condition necessaire est a eile seule süffisante, car on 
peut Tecrire ainsi: 

4(1— a^)(l~a'^)+2(aHa'^}4-(a — aO'<0; 

donc 1 — a^ et 1 — a^, sont de signes contraires, et il est possible de prendre 
poar ^^ la valear particnliere 

(l-a'^)(JC+ar)^-(l-a^)(X+a'F)'=(a-aO(^H^H2-^'^^ 

qui est bien une forme definie redüite, dont les coöfficients extrdmes soDt egaux. 

Ainsi, poar qu'une Iransformäe jP= {ä,B, C) seit une rednite princi- 
pale, il faut et il suffit, que la valenr absolne da coef&cient moyen, ne sar- 
passe pas la valear absolae de la somme des coefficients extrdmes. 

4^ On a suppos^ implicitement, dans toat ce qui precede, qu^a une forme 
definie donnee, corresponde toujours une reduite unique. II en est effeoti- 
vement ainsi en g^neral; cependant nous devons tenir compte des cas d^exception, 
qui se presentent precisement dans les considerations precedentes, savoir, lorsque 
le second et le Iroisieroe, ou bien les deux premiers minima, sont egaux entre 
eux. On a alors deux reduites qui different seulement par le signe du coefficient 
moyen, et dans (/*), deux formes differentes qui leur correspondent. Mais 
de ces deux formes, Tune d'elle repond a ia reduite unique pour une valeur 
de l un peu inferieure, Tautre a la reduite unique, pour une valeur de l un 
peu superieure a celle qui rend egaux les deux minima. Enfin, dans le cas 
plus particulier, oü les Irois premiers minima seraient tous egaux, on aurait 
une forme definie proportioneile a x^±xy-\'y^^ et suscepüble de se trans- 
former eile mdme par une Substitution de la forme P^^Q. Quatre formes 
de (/')) correspondantes a cetle reduite, ^eront alors deux principales, et leurs 
opposees. 

VIII. 
Nous avons toujours suppose jusqu'ici que les coefficients de la forme 
quadratique f, itaient des quantites quelconques. Voyons maintenant les cir- 
constances remarquables qui se presentent lorsqu'on les suppose entiers. Alors 
Pensemble (/*) des reduites ne comprend plus qu'un nombre fini de formes 
distinctes, puisque leurs coefficients sont limites. Donc« lorsque la reduction 
continuelle de ^^ pour des valeurs croissanies de X, aura conduit a une forme 
d^ja obtenue, la nature möme des Operations montre clairement, qu^elles se 
reproduiront des lors periodiquement en faisant croltre l, jusqu'a Tinfini, ou en 

CreUe*s Joarnal f. d. M. Bd. XL!. Heft 3. 28 
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le faisant decrollre, jasqu'a zero. Ainsi {f) sera compose d'nn gronpe de 
foriues en nombre fini, se reproduisant une infinite de fois. Nons ponvona 
donc raisonner comme le fait Mr. Gauss §. 187, pour obtenir tontes les classes 
distinctes de formes de determinant D. Calculons pour cela Tenaemble il des 
reduites principales, en employant toas les nombres ^^ B, C, satisfaisant aox 
conditions : 

B'-AC = D, 



et prenons Tune d^elles, F, II resulte immediatement de nos prineipes qn'ä 
la pcriode des reduites principales de {F) appartiendront toutes les fora>es 
equivalentes de £1. Cette periode obtenue, on prendra une autre forme G 
de 12 qui n'y seit pas comprise., et on calculera de mdme la pöriode des 
reduites principales de {G). Dela on deduira une nouvelle classe distinete 
de la precedente, et on poursuivra les mdmes Operations, jnsqu'ä ce qn^on ait 
epnise toutes les formes de i2. Alors on anra obtemi toutes les classes dif* 
ferentes de determinant D, representees chacunes , non par une forme nnique, 
roais par une periode repetee indefiniment, d'un petil nombre de reduites prin- 
cipales. Ces periodes ne colncident pas absolmnent avec Celles de Mr. Gauss, 
comme on le voit par la definition des reduites donnees §. 183. Remarquons 
neanmoins qn'elles presentent, comme Celles de Tillustre analyste, une serie de 
formes, donl chacune est contigue a la precedente, par la premiere partre. 
En effet, la Substitution QP^, par laquelle on passe de Tune a Tautre, est pro- 
cisement le type des substilntions qui donnent une transform^e contignfi. On 
ponrrait möme sans doute, caiculer le nombre i, par la condition que la forme 
contigue seit une reduite principale; mais je laisserai cette recherche au lecteur. 

IX. 

Nous avons encore a presenter quelques considerations sur le probleme 
imporlant dont Tobjet est de trouver toutes les transformations possibles de 
deux formes equivalentes, Tune dans Tautre. La belle Solution donn^e par 
Mr. Gauss §. 162^ depend d'une methode profonde et cacheOi» qui, si je no 
me trompe. reparait encore dans d^autres circonstances^ p. ex dans les re- 
cherches relatives ä la multiplication des classes. J'aurais plutöt, ä essayer 
d*en p^netrer les prineipes, qu'a y ajouter quelque chose; aussi je me bornerai 
a deduire des considerations prec6dentes, ce cas parliculier: 
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Le calcul de rensemble designe par ^f) , donne toutes les transforma- 
tions possibles des reduites principales ei intermediaires en dies mämes. 

Soit F^=A(X'\'ay){x4-B'y) Tune d'elles: nons savons que toutes les 
aotres redaites s'obtiendront par la reduclion coniinueile de la forme definie 

= (ar-f-ar)M-^>-faV)% 

et cette forme definie, comme correspondante a JF, est eile mdme reduite. 
p. ex. pour il = Au. Soit donc: 

X = ?/i-3r -f Wo y, 

la Substitution qui change jF, en eile mfime; par cette Substitution la forme 

deviendra precisement <f^. quand on y fait k='^i\ ainsi donc en reduisant 

T , ) , on obtiendra bien une trans- 

formte semblable quelconque de JP. 

Mainlenant nommons P, la Substitution qui reproduit F, pour la pre- 
miere fois lorsque l croit depuis la valeur ^,^ d'une maniere conlinue, jusqu'ä 
une certaine limite ^i; ä partir de cette limite, les Operations se reproduiront 
pdriodiqnement jusqn'ä Tinfini; c'est donc la Substitution P, prise un nombre 
quelconque de fois qui donnere toutes les Iransformations semblables. Et si 
Ton considere les valeurs decroissantes de ^^ de ^i ä A^, on aura dans un 
ordre inverse la möme serie d'operations , qu'on pourra prolonger a Tinfini, 
dans Tautre sens, et qui donnere pour transformations semblables la Substitution 
inverse P*^ prise de mdme un nombre quelconque de fois. Les mdmes choses 
auraient lieu relativement a la transformalion de tonte reduite F en —F, 
lorsque cette transformation est possible. 

X. 

L'equation x^ — Dy'^^^l^ a une infinite de Solutions. 

En prenant en effet f=ia^ — Dy\ on a Tune des reduites interme- 
diaires comprises dans (f)^ car la forme definie correspondante 

{a^-^ry^Df + Xix-y^Df 

est redoite pour ä == 1. Dela r^sulte Texistence d'une infinite de transfor- 

28* 
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mations semblables, tolles que 

et toutes donnent necessairement 

m'-Dn^ = 1. 

Poar obtenir la loi de toutes cos solations, nons omployerons la möthode 
suivante. Soit IT(z) une fonction discontinae, egale ponr toutes les valeurs 
reelles de s^ an minimum de la forme 

loraqa'on y suppose x et y entiers. Je dis que toute Solution x = a, y = b, 
de r^qnation proposee, donnera nn indice de periodicit^ de la fonction IT. 
On pourra d6terminer en effet une quantite reelle o), teile que 

e«- = a + byD, «-•* = a — byO, 
et on trouvera 

Or on peut faire: 

x-^y^D = (a— *|/ö)(i:+FyZ>) 
x—yyD = ia+byD)(X—Y^D), 

car cela revient a la Substitution au diterminant 1 : 

X = ^aX—bDY 
r = -bX^aYi 

donc l7(«-{-tt>) ne diff^re pas de n{z). 

Or la fonction discontinue n{z)^ est nöanmoins par sa döfinition, du 
genre des fonctions parfaitement ditenninöes dans toute Tötendne des valeurs 
röelles de la variable: donc, d'apres Tobservation bien connue de Mr. JaeoM, 
tous les indices de periodicite, tels que (d, sont des multiples entiers du plus 
petit d'entre eux. Autrement dit: toutes les Solutions x=:Ä, y=^B de 
röquation proposee, se tirent de la Solution unique x=a, y = b (pour la- 
quelle a-^-b^D est le plus petit possible) par la formule 

i ^tant un nombre entier positif ou n^gatif. 

Toutes ces Solutions d'ailleurs s'obtiendront en cherchant effectivement 
les minima suceessifs de /7(sr), ou bien, ce qui est au fond la mdme chose. 
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en formaDt la p^riode de jc^ — Dy^. On a en effet cette proposition phis 
gintolle : 

Tonte reprisenfation de minimnm absolu d^une forme a factenrs reels 
f^=a{x-\-ay){x-\-c!y)^ aera donnie en cberchant ponr des valenrs conve- 
nables de t et f, le mininram de la forme ddfinie 

Snpposons qne f soit le plns petit possible pour 

X = a, y = 6. 
Si le minimnm de q) dana Thypothese suivante: 

1 . f 



n^ötait pas donnö par le m£me Systeme de valenrs, c^est quMl en existerait 
nn antre: 

X = A, y = B, 
tel qn*on ait 



or on en conclnrait 

\ a^ab ) \a\vib) ^ ^ ' 

donc/*ne aerait pas, contra Thypotb^se, nn minimnm absein ponr x=a, y=b. 

XI. 

Mr. Gauss a encore dödnit du ddveloppement de la piriode de la forme 
(1, 0, —D)^ la decomposition en deux carr6s du dötermtnant, lorsqnll est nn 
nombre premier 4it4-l- Ce bean rdsnltal dopend des spöcnlations les plus 
ölivöes de rArithmitique transcendante, car il repose en entier sur cette pro- 
position, qne les formes proprement primitives de determinant premier 4ii-f 1, 
n*ont Jamals qu^nne classe ambiguö. Je vais essayer cependant, sana sortir des 
considerations öldmentaires , de donner la raison de ces rappojrts aingnliers, 
entre deux points bien diff^rents de la th^orie des formes quadratiques. 

Soient a et d deux nombres entiers, tels qu^on ait 

(^—Db' = -J, 

J i\mX essentiellement positif. La periode de (1,0, —D) contiendra une 
tnnsformde obtenue par la reduction de la forme qne nous avons nommie (p, 



212 ^S- Bermite, 9ur Pintrod. de* variable» eont. dan$ la ikiorie de» nomtre». 

daos rbypothere suivante: 

^ = (x-\-y iDf (a -f • b \D) -{x-y ^Df {a^b ^D) 
=^ 2^D {b, a, bü). 

Or on obtient ainsi und forme ä coefficients entiers de delerminant — //. Soit donc 

(A,B,C) 

Time quelconqne des rednites poar ce determinant , et 

y = nX+ii„F 

la Substitution propre ä passer de (b, a, bD) ä (A, B, C). Cette Substitution se 
prisentera n^cessairement, pour d^duire de (1, 0, — Z>) Tune des rednites prin- 
cipales on interm^diaires de sa pdriode; soit {Ä, B, C) cette rednite, on aura 
d*nne part 

et de l'autre 

Air»+2BA:r-f-cr' 

= b{mX-\-m^Yf -f-2a(inX+ m^Y) (nX-\- n^Y) -f bD{nX^ «,, F/; 

or on tire aisement delä l'equation suivante: 

^C4-2BB4-CA = 0, 

dont nous allons montrer les consdquences. 

Soit en effet ^ = 1, 2, 3, 4, 5 etc. An moyen des rednites connues 
pour ces determinants, on trouvera successivement 

A-{C = 0, 
2A-\-C = 
3J + C = 

-u-i-c = 

etc. 
et ces relaiions donneront les repr^seatatfons snivantes du determinant D: 

2J*-fÄ» 

3JHÄ' on ö»— JB+ii* 

5^*-fß' B^-AB-^\Ä 



0, 




on -4 — B-fC — 


0, 


A-\-C = 


0, 


34-30-{-aC = 


= 0, 



II 




/ J. Hermite, «iir UniroiL äe$ variables eont äans la the'ori^ des nambres, 213 

Dans la derniere A est necessairement an nombre pair, et en ^crivant 2A 
a la place de A, eile devient B' — 2AB'\'CA^ ou (ß — Af^-bA^; ainsi la 
representation del^^ par la forme (1,0, — 5), s^obtiendra par le döveloppement 
de la Periode de (1,0, jD), toutes les fois que reqaation 

ä^ — Db^ = -5 

sera possible. Mais de toas ces cas, le prewier est le senl oü nous puissions 
affirmer que la forme (A, B, C) est une redaile principale; alors en effet la 
relation B^\>{A'\'Cf se rednit a J3'>*0, qui est satisfaite d^elle-mdme. 
Le second a ete Tobjet de recherches de Hr. Göpel, autenr a jamais illustre 
du memoire ^ Adumbratto levis Iheoriae fnnctionum Abelianarum '\ comme on le 
voit dans la notice oü Mr. Jacobi a rendu un digne Hommage a sa memoire. 

Dans CO champ de recherches sur les fonctions Abeliennes, ouverte eu 
m£me temps par un autre g^omötre dont il eut etö Temule, tous ceux qui 
suivront ses traces, trouveront a cöte de lenrs meditations le regret d^une 
destinee cruelle. QuMl me seit permis, pour avoir eu quelques pens^es en 
parlage avec Mr. Göpel, de joindre Texpression sincere de ce regret, a celle 
de roon admiration pour son genie. 

XII. 

En passant des^ formes quadratiques a facteurs reels, aux formes de 
degre plus eleve, la recherche des classes distinctes pour un delerminant donne, 
depend en premier lieu de la determination du minimum de la fonction que 
nous avons designde par 0, On n'a plus alors cet ensemble de circonstances 
analytiques remarquables que nous venons de parcourir, mais que nous re- 
trouverons dans la theorie des formes k facteurs linöaires que nous avons 
definies §. IL Le fait le plus important a observer, en abordant la theorie des 
formes cubiques, biquadratiques etc., consiste peut-£tre dans Texislence pour 
chaque degre d'un certain nombre de formes comme Celles que nous avons 
nommees pr^cedemment correspondantes. Mr. Eisenstein a d^couvert le premier 
une correspondante du second degre pour les formes cubiques, et on peut 
voir le röle qu'elle joue dans les savantes recherches sur le nombre des classes 
distinctes pour nn determinanl donne. Nos principes, comme ou va voir, con- 
duisent directement a cetle niöme forme. 

Posoiis^ pour employer les notations suivies: 
on anra pour la fonction 0, deux expressions bien distinctes, Tune pour le cas 
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oü les factenrs Hn6aires X'\-ay, x-^a'y, j?-f «"y sont röcis, savoir: 

Tautre pour le cas oü x-{'ay elant r6el, a?4""V ®* ^+^V> ^ont imagi- 
naires conjuguös: 

Ces deux expressions differentes peavent nöanmoins £tre rapprochöea Tone de 
Faatre de la mani^re saivante. Faisons dans la prämiere : 

et dans la seconde: 

elles deviendront respectiv ement : 

« = rf(a-a0(.-O(«'-«")|(^)' + (^)*+(^)V, 

» = «'(„_«')(a_a")(«'-<."){-8(7)'-(p^)'!* 

Or il est visible qa'au facteur y/— 1 pres, la seconde valeur se dddait de la 
premiire en y snpposant t" = t'. D'nn antre cAtö le vminimnm de Texpression 

composee de trois parties dont le produit est Tanit^, s'obliendra en rendant 
les variables egales, et la möme hypothese donnere la möme valeor pour le 
minimum de la seconde fonction. Posaiit 

a\a — aj{a — a!J{a!— a!J 
= 27(-a^rf4 3*V-4ac^ — 4rf6^ + 6a4crf) = 27/>> 

on tronvera respectivement poar les minima des denx expressions, les valeors 

)/(3^ö) et |/(-3^/>), 

et pour les formes definies auxquelles nous avons donne le nom gön^ral de 
oorrespondantes: 

y =—(«'— a'7(a?+ay)' + 2(a — «')(« — a")(^ + aV)(^ + «'V)- 
La diffirence analytique de ces deux formes, manifeste la dilFerence de nature 
entre les formes cubiques a facteurs reels et a facleurs imaginaires; dans le 
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Premiers cas 9, s^exprime rationnellement par les coefficients de f, et 00 arrive 
a la forme de Mr. Eisenstein, en mulfipliant par le factear a\ savoir: 

(p = (ac--b^)x^']'{ad—bc)xy'\-{bd — c^)y^. 
Dans le second il n'en est plus de möme, et Toperation de la redaction 
exigera le calcul numerique de la racine reelle a. Mais les limilations des 
coefficients poar les transformees reduiles AJC'-f SEZT-f SCJCF^-f DF', 
dependent toujours de ces formules: 

AD < (f)V^, 
BC < (f)VA 
en ayant sein de prendre la valear absolue de D. 

La correspondante a coefficients rationnels peut ötre aussi rattachöe a ane 
origine differente de celle que nous venons de lai donner, en la considerant 
comme le determinant du systdme: 

rfjr* dxdy 

d^f d^f 

dxdy dy^ ' 

et de la se ddduirait une demonstration facile de sa propriite caracteristique. 
Mais je veux surtout faire remarquer, comment cette seoonde expression con- 
dnit au th^ordme suivant, qu^en multipüanl ip par elle-m£me, le produit est 
toujours transformable en son opposee. 

Partons a cet effet des substitutions : 

Jf = {ax\by)x' \{)Kc\cy)y, 

Y = f^bx\ey)x'\ (car+rfr)/, 

et representons par (p, (p\ 4^ les döterminants des systömes 

iax^by, bx'\-cyl liix' + *//to'+c/ J icX—bY, dX—cYl 

\bx\-cy, cx^dyV \bx'\-cy, cx' + rf/T \hX-aY, cX^bYS 

On trouvera d'abord, en resolvant successivement par rapport a x\ y', et x, y, 

^_ A'{cx+dr)—T{bx-\'Cy) .^ — (&x+cv)^+(a^' + 6y)y 

(p ^ ^ (p ^ 

jp _ , y = ~ 

Les deux premieres formules donneront ensoite: 
X — f ^ ^ y — j ^ , 

Crelle't Jonrn«! f. d. M. Bd. XLI. Heft 3. 29 
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et en egalant entre elles ies deux valeurs obtenaes, par exemple pour jc^ 
OD trouvera 

Or on verifie de suite que ^ est precisement Topposöe des deux correspon- 
dantes semblables q) et (p'; ce qui demontre la proposition enoncee. 

Si de plus, le coefficient moyen etant pair, ces formes sont proprement 
primitives, ^, composee de nouveau avec q>, donnera la forme principale de 
möme determinant; toutes Ies classes de formes cubiques anront une cor- 
respondante quadratique, dont la triplication donnera cette forme principale. 
Mais il a ete etabli en outre par Mr. Eisenstein qu'a tonte dasse qnadratiqne 

a 

^k repondait effectivement une seule et unique classe cubiqne, lorsqne le de- 
terminant n'avait pas de diviseur carre. Ce beau theoreme montre, comme on 
voit, nn rapport digne de reroarque entre deux theories qui n'offrent au premier 
abord aucun point de coutact. 

Paris, Juillet 1850. 

(La coDtinuatioD prochainement ) 
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14. 

Pendale & mouvement perp6tueL 



S^i le poids(P), qui mel et tient en mouvement ane horloge a pen- 
dule (a compensation si Ton veut), pouvait ötre remonte aussitöt quMl est arrive 
au bas, par quelque force inanimSe ou inoryanique, cette horloge serait en 
mouvement perpetuet. II est tres sür que la remonte du poids P ne peut 
pas 4tre effectuee par la mdme force qui fait descendre ce poids, savoir par 
Celle de la gravite, parceque le frottement et d'autres resistances diminuent 
toujours son action: mais d'autres forces inorganiques et indipendantes de 
la gravite, que donne la nature, sont effectivement capables, comme on le verra, 
de combattre la pesanteur et les autres resistances«, et d'elever pendant le 
temps que P descend, un antre poids Q qui alors, s'il est un peu plus lourd 
que Py sera propre a remonter P. Donc la remonte de P, sans le secours 
de rhomme ou de toute autre force organique, et par consequent une pendule 
a mouvement perpetuel, n'est nullement impossible. Nous prouverons cela. 

Une des forces inorganiques, propres ä reagir contre celle de la gra- 
vite, est, par ex. la force expansive de la chaleur. Voici comment eile 
pourra ötre utilisee pour le but propose. 

La chaleur, en augmentant, accroit le volume de tous les corps; en 
baissant, eile le diminue. Une harre de fer de fönte, d^un mötre de longueur, 
s'allonge de 0,011 millimetres a chaque degre cenligrade de chaleur de plus, 
et eile se raccourcit d'autant a chaque degre de moins. L'allongement et le 
raccourcissement d'une harre de cuivre d'nn metre de longueur, dans les m£mes 
circonslances, est de 0,017 millimetres; et les forces que les barres, si elles 
sont assez fortes, exercent, en changeant leurs volumes et leurs longueurs, sont 
extremement considerables. Soit donc AB (Tab. I. Fig. 1) une forte harre 
de cuivre, d'un metre de longuenr; soit son extrömite superieure ^^ fortement 
fixee sur une plaque epais^e acdefghh en fer de fönte, ainsi qne Taxe C 
dn levier BCD, et soit le point C fixe sur la plaque de maniere, qu'a une 
temperature moyenne, Thorizontale BiCDi^ passant «par C, se trouve a une 

29 ♦ 



218 '^- Pendule ä mouvemeni perp^tuel. 

distance AB au dessous de^^ precisement egale a la ionguear qu'a obtenue 
alors la barre de cuivre AB. Gela pose: le point C de ia plaque de fönte, 
avec soD horizontale BfiDi^ descendra au dessous de A de 0,011 milli- 
metres ächaque degre de chaleur an dessus de la moyenne, et montera d^autant 
a chaque degre en moins. L'extrdoiite inf^rieure B de la barre en cuivre AB, 
de son cöte, s'eloignera du point A de 0,017 millimetres a cbaque degre de 
chaleur de plus, et s'en rapprochera d'autant a chaque degre de moins. Donc 
le point i? qui, a une teroperature moyenne, comme nous Tavons suppose, est 
dans rhorizontale BfiD^^ se trouvera alors de 0,017 — 0,011 =0,006 milli- 
metres au dessous de Thorizontale, a chaque degre de chaleur au dessus de 
la moyenne, et de 0,006 millim. au dessus de Thorizontale , a chaque degre 
de moins. Si maintenant le bras CD du levier BCD a 6 d^cimelres de Ion- 
gueur, tandis que celui BC n'en a que 6 centimetres, le point D s^eloignera 
de rhorizontale BJJDi de 0,06 millim. a chaque degre de chaleur de plus ou 
de moins. Puis, si le point D est mis en communication par la barre DE 
avec le point E du levier EFG, dont Taxe F e^t fixee snr ia plaque de 
fönte, et dont le bras FE a 7 centimetres, Tautre bras FG 7 ddcimetres de 
longucur, le point G s'^oignera de rhorizontale G^EEi (qui pour la tem- 
perature moyenne est supposee passer par G et E) de 0,6 millim. a chaque 
degre de chaleur de plus ou de moins. Si enfin le point G est mis en com- 
munication, au moyen de la barre GH, avec le point H du fevier HIK, dont 
Taxe / est fix^e sur la plaque en fönte, et dont le bras HI z %\ centimetres, 
Tautre bras IK S\ decimetres de longueur, le point K s'eloignera de rhori- 
zontale HiIKi (qui est supposee passer par H el K pour une temp^rature 
moyenne) de 6 millim. ä chaque degre de chaleur de plus ou de moins. Donc 
Ia chaleur, en augmentant et en diminuant d'un degre centigrade, produira un 
mouvement de va-et-vient du point X de 6 millimetres ou d'environ {- pouce; 
et pour 10 degres d'environ 2 pouces. Or, comme la Variation de la tem- 
pörature est continuelle, et ne finit Jamals, ce mouvement de va-et-vient du 
point ÜC est perpetuel^ il continuera a jamais, sans le secours d^aucune force 
organique. Les lignes IK^ et IK^ dans la figure, represententi environ les 
fositions dans lesquelles Ia ligne IK est transportee par une Variation de 
temp^rature de 30 degres au dessus et au dessous de la moyenne. 

Maintenant il ne s'agit plus que de transformer le mouvement de va- 
el-vient du point K, en un mouvement de rotation, propre a elever un poids Q, 
süffisant pour remonter le poids P de Ia pendule; et de faire eo sorte que 
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le poids Q soit arr^te a la haaleur d'oa il doit descendre, et quMI soii mis 
en iiberte au moment oü le poids P est arrive au bas. 

On connait plusieurs sortes de mecanismes pour traosforroer le mou- 
vement de va-et-vieot en mouvement rotatoire. En voici une dont la figure (1) 
donne une esquisse, LKL^ est un arc de cercle denle qui s'en^ene dans la 
cremaillere RR^. Celle-ci est dentee a son Interieur de deux cötes^ mais 
les dents du bras LL^ n'occupent que la moitie anterieure de la largeur du 
bras, Tautre moitie est sans dents. Au conlraire, la moitie anterieure de la 
largeur de Tautre bras NN^ est sans dents, et Tautre moitie est dentee. La 
moitie anterieure dentee du bras Lln de la cremaillere s'engrene dans la roue 
dentee TT, tandis que la moitie anterieure non-dentee du bras iViV| ne s'y 
engrene pas. Au coniraire la moitie derriere dentee du bras iViVi s^engrene 
dans une autre roue dentee, de möme grandeur que celle TT, et qui est 
derriere, a cöte d'eile, et non visible dans la figure, tandis que la moitie der- 
riere non-dentee du bras LL^ ne s'engrene pas dans cette roue. Les deux 
roues TT tournent libreinenl sur Tessien JH. Donc la cremaillere RR, tant 
en descendant qu'en montant, fait tourner les deux roues en sens opposes. 
A cötö des deux roues TT sont deux antres roues dentees VV, d^un dia- 
metre un peu moindre que celui de T2\ Ces roues FF ne tournent pas 
lihrement sur Tessieu M, comme celles TT: mais elles y sont fixees. Chaque 
roue TT porte un cliquet Z, qui mord dans la roue VV, et les deux cliquets 
ont la tnSme direction. Cela pose: si la cremaillere est poussee en bas par 
Farc de cercle LKL^^ eile tournera la roue TT de droile ä gauche, et 
cette roue, au moyen du cliquet Z^ tournera la roue VV, et avec elte Tessieu M 
dans le möme sens: donc le poids Q, suspendu a une corde XX, qui s'en- 
roule sur une poulie W, fix^e sur Tessieu M, sera elev6. II est vrai que 
la cremaillere, en descendant, tournera aussi en möme temps Tautre roue TT 
de gauche ä droile, mais le cliquet de cette roue ne mord pas dans les dents 
de la roue correspondante VV; il ne fait que glisser sur ses dents, et par 
cons^quent la seconde roue TT tournera lihrement sur Tessieu. Si, an con- 
iraire, la cremaillere est poussee en haut par Tarc de cercle LKL^ , eile tour- 
nera la roue anterieure TT de gauche a droite, mais non pas la roue VV, 
parceque son cliquet Z ne fait que glisser sur les dents de VV, de sorte 
que TT tournera librement sur Tessieu. En möme temps la cremaillere^ en 
montant, tourne Tauire TT de droite a gauche, et par le moyen de son 
cliquet, qui mord dans les dents de Tautre roue VV, celle derniere, et aveo 
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eile, Fessiealf. Donc aussi en montant, la cremaillere tourne i'essieu dans 
le sens de droite a gaucbe, el par consequeot Tarc de cerde LKLi eleve 
fovjours le poids Q, aussi bien eo descendant qu'eo montant. 

Pour faire en sorte que le poids Q ne seit pas el^ve au-desswf de 
la hautenr de laquelle il doit retomber poar remonter le poids P de la pendule^ 
il n'y a qu'a faire lever les deux cliquets par le poids Q lui-möme^ an moment 
oä il est arrive a la bauteur voulue; alors, bien que la cremaillere continue 
a tourner les deux roues TT, eile ne tournera plus les roues VV, et n'agfira 
plus sur le poids Q. Afin que celui-ci ne retombe pas aussitöt, on le fera 
prendre et retenir par des crochets a ressort, en forme de tenaille; et pour 
le l&cher au moment oü le poids P- de la pendule est arrive au bas, on fera 
detacher par celui-ci, au moyen d'un petit ressorl, la tenaille qui retient le 
poids Q. Alors le poids Q tombera et remontera le poids P de la pendule. 
Le poids Qy etanl arrive.au bas, . detachera par un autre petit mecanisme 
les cliquets Zi; ils se remettront a fonctionner, et le jeu de la machine re« 
commencera. 

II est a remarquer que toutes les barres, excepte celle AB, peuvent 
6tre en fer, si Ton veut. Seulement la barre AB doit ötre en cmvre, si 
la plaque abcf est en fonle de fer, pour gagner par Taction de la Variation 
de la temperature un abaissement et une elevation du point B, differentes 
de Celles du point C. Les leviers BCD, EFG et HIK doivent ötre tres 
forts, puisque la force necessaire au point B, pour elever le poids Q, est, 
Selon les proportions supposees de la macbine, 1000 fois celle du poids Q. 
La barre AB ne manquera pas de fournir cette force, quelque considerable 
qu'elle soit, car la force de la dilatation el de la condensation du metal, produite 
par la Variation de la temperature, est immense; mais il faut que les leviers 
ne se courhent pas sous cette force. Si cela etait a craindre, on pourrait 
substitner aux leviers droits des leviers brises, qui pourront ötre construits 
plus forts; ou aussi on pourrait renforcer les leviers droits par des barres qui 
les croisent dans Taxe, contre lesquels alors les bras des leviers pourront 
dlre etayes. 

Comme il n'y a pas un seul jour dans toute Pannee^ oü la temperature 
ne monte et ne descende de quelques degres, landis qu'il se presenle des jours, 
ou les variations de la temperature montent a 10, 12, 15 degres, et plus, et 
que de Tautre cöte on est parfailement maltre de disposer des proportions 
des bras des leviers, et mdme de la bauteur a laquelle le poids Q doit ötre 
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eleve pour remonter le poids P de la pendule, parceque, poar redoire cette 
bauleur par ex. a la tnoitie, il n'y a qu'a doubler le poids Q: on voit bien 
qu'il sera toajours possible d*el^ver par le mecanisme decrit, par ex. dans 
Tespace d'une semuine, un poids Q süffisant, et que par consequent la pos- 
sibilite de remonter la pendule, sans le secours d'une force organique, est 
incontestable ; au nioins en principe. 

Les figures 2 et 3 (Tab. I.), dans lesquelles on n'a indiqu^ que les lignes 
cetUrales des differentes barres, et les cenires des arcs et charnieres, re- 
prisentent deux autres mecanismes, propres a transformer le mouvement de 
ya-et-vient du point K (fig. 1), produit par les leviers BCD, EFG et HIK, 
en mouvement de rotation. 

Fig. 2 est le levier dit ä la garousse. La bielle EK est immediate- 
ment appliquee au point K du levier HIK (fig. 1.)', au moyen d^une charniere, 
et Sans Pintervention de Tarc dente LKLi. Si la bielle KE (fig. 2) est poussee 
en haut, le point B du balancier EBAD monte aussi, et fait tonrner la roue 
dentee CiCC, de droite a gauche, au moyen du crochet BF qui mord dans 
les dents de la roue. En möme temps le point D du balancier descend, et 
le crochet DG ne fait que glisser sur les dents de la roue. Si la bielle KE 
est tiree en bas, le point B du balancier descend aussi , et le crochet BF ne 
fait que glisser sur les dents de la roue. En mdme temps le point D du 
balancier monte, et fait tourner la roue dentee de droite ä gauche au moyen 
du crochet DG qui, comme celui BF, mord dans les dents de la roue. Les 
deox crochets BF et DG doivent dtre presses contre la roue par des ressorts. 
Donc: soit que la bielle monte, seit qu'elle descende, la roue CiCC^ est ton- 
jours tournöe de droite a gauche, et le poids Q est el^ve au moyen d'une 
corde qui s'enroule sur une poulie ä cöte de la roue dentee. 

Dans la fig. 3 la bielle bifurquöe BAD, ou bien les deux bielles AB 
et AD, sont encore immediatement appliquees au point K du levier HIK (fig. 1) 
au moyen d'une charniere et sans Tintervention de Parc dente LKLi . BC et 
DC (fig. 3) sont deux bras de levier, dont chacun lourne librement sur Tessieu, 
et dont les extrömit^s B e\ D sont jointes au moyen de charnieres avec les 
extrömites des bielles AB et AD. Le bras de levier BC porte le cliquet BF, 
et celui CD le cliquet DG. Ces deux cliquets sont presses contre la roue 
par des ressorts, et ils mordent dans les dents de la roue C1CC2 dans le 
möme sens. Mainlenant, si le point A est pouase en haut, le cliquet DG 
poume les dents de la roue CiCC%^ et la fait tourner de droite a gauche, 
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tandis qne le cliquet BF ne fait qne glisser sur la roue. Si le point A 
descend, le cliquet BV pous,se le» dents de la roue, et la fait touroer egale- 
nient de droite a gauche, tandis que le cliquet DG oe fait que glisser sur 
la roue. Dooc, soit que le point il monte, soit qu'il descende, la roue C1CC2 
est loujours lournee de droite a gauche, et le poids Q est eleve_,au moyen 
d'une corde qui s'enrouie sur la poulie L1CL2 a cöte de la roue denlee. 

Les deux mecanismcs (fig. 2 et 3) sout moins compliques que celui 
RR (fig. 1), mais ils sont moins propres a atteindre notre but, parceque les 
positions du balancier ED AD (fig. 2) et des bras de levier CB et CD (fig. 3), 
correspondantes aux milieux des va-et-vient pr.oduils par les variations de 
la temperature, differeront le plus souvent plus ou moins de C horizontale ; de 
Sorte que les mecanismes ne fonctionneront pas toujours dans les positions 
les plus favorables. Le mecanisme RR (fig. 1) au contraire fonctionnera tou- 
jours parfailement bien. 

D'ailleurs il existe encore, comme on le sait, d'autres moyens, plus ou 
moins simples, pour transformer uu mouvement de va-et-vient en roouvement 
de rotation. Le plus simple de tout: la tuanivette, avec volant, n'est pas 
applicable ici. 

II est vrai que tons les mecanismes decrils ci-dessus, sont encore assez 
compliques et que leur execution presenterait beaucoup de difficultes techniques; 
mais la construction d'une pendule, et encore plus, celle d'une montre a com- 
pensation, et de plnsieurs autres macbines^ par ex. d^une machine a vapeur 
ä d^tente, sont auesi tres compliquees, et offrent egalement beaucoup de diffi- 
cultes techniques ; et comme ces difficultes peuvent ötre surmontees effectivement, 
il n'y a pas de doute qu'elles pourront Tötre egalement dans notre machine; 
il ne s'agit pour cela que de le vouloir de bonne foi, et serieusemenl. 

Or, si toutefois on craignait trop les difficultös techniques des meca- 
nismes decrils, le 'moyen de tirer de la dilatation et de la condensation des 
metaux, produUes par la chaleur, la force Necessaire pour remonter une pen- 
dule, n'est pas du tout le seul praticable: on pourra recourir pour cela aussi 
a la dilalalion et a la condensation produites par la ehaleur dans les fluidem 
incompres^bles , et alors des mecanismes moins compliques suffiront. 

Voici par ex. un moyen assez simple de ce genre. Supposons un tube 
cylindrique en melal, par ex. en cuivre, d'un metre de longneur et de 27 millim. 
de diametre (d'un pouce environ), ouvert a son extrömitö superieure, et por- 
tant a celle inferieure une grosse beule en cuivre^ d'un demi metre de diametre. 
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et en communication avec le tube, mais d'ailleurs tonte ferroee, de 8orte que 
le toQt constitue un gros thermometre. La boole et le tube seront emplis de 
mercure, au point que la surface du mercure, a une temperature moffenne, se 
tienne a mi-hauteur du tube. L^augmentation de la hauteur du mercure dans le 
tube a un degre de chaleur au des^us de la moyenne, sera deja assez sensible. 

Pour trouver cette augmentation, soit D le diametre Interieur de la 
beule, J celui du tube, a la temperature moyenne, d Tepaissenr des parois 
de la bonle et du tube, h la hauteur au dessus de la boule, ä laquelle le mer- 
cure se tient dans le tube a une temperature moyenne. Soit le volume qu*occupe 
une messe a un degre au dessus de la temperature moyenne, pour le mercure 
(l-{-m) fois, et pour le cuivre (1 -|-^) fois celui qu'elle occupe ä la temperature 
moyenne; enfin soit k la hauteur de laquelle la surface du mercure s^eleve 
dans le tube pour un degre d'elevation de la temperature, et Dg le diametre 
que prend alors la boule, en vertu de cette augmentation : on obtient ce qui suit. 

Le volume que le mercure dans la boule et dans le tube occupe par 
une temperature moyenne, est ^niy-\-^hnJ^, et par une temperature d'un 
degre plus eleve {i-^m)[^7iD^'\-^h7iJ^]. D'un autre cöte, le volume que 
la boule et le tube presentent au mercure dans la derniere temperature est 
■^nDf'{'^(h'\'k)nJ^: donc nous obtenons requation 

{t+fn)[i7iIP'\-ih7tJ^] ==i7iDl'l-iih'\-k)nJ\ ou bien 

1. (l+f/i)[2Z>H3Ä^'] = 2/>?+3(A-f.Ä)^. . 
A la rigueur, le diametre // du tube augmente aussi par la dilatatiön du metai, 
comme celui de la boule, mais comme cette augmentation du petit diametre 
du tube est tres minime, nous la negligeons dans le calcuL Maintenant le 
volume qu'occupe le metal de la boule (nous negligeons celui des parois du tube) 
est i7t[(D-\'df—D^]^ par la temperature moyenne, et (l+n)^:7r[(D-f rf)^— />*] 
par une temperature d'un degre plus ^lev^. Or ce dernier volume peut aussi 
dtre exprime par ^nKDi-^- df — Dl]^ donc nous avons T^quation 

{i + n)i7t[{D+d)'-iy] = ^n[(D,-\^df-m] ou bien 

2. (l + n)(3ÖH30rf+0 = 3l>H3^i^+^'- 
Comme d est tres petit comparativement a Di et D, on pourra supprimer les 
termes de cette equation qui contiennent d. Cela röduit T^quation (2.) ä 

3. Oi = />(l + n)*. 

Cette expression de D^ etant substituee dans equation (1.), on obtient 

4. (l + »i)[2/>H3A^] = 2i>\l+ii)*-f 3(A-[-Ä)./^. 

CreUe*t Jonrnat f. d. M. Bd. XLI. Heft 3. 30 



224 ^^' Penäule ä mouvemeni perpeiuel. 

Or* (l-f w)* elant =^l-f iw-f-fn^ — iV^^. . . . et n nne tres petite fraotioo^ 
on peut ecrire 1-^4^ au Heu de (l-fn)^. Cela donne, au Heu de (4.)^ 

(l'l-fiOtaö'-faÄ^^J^a/J'Cl-f-fn)-}- 3(A^-A)z/^ou blen 

2D^{fn — in)^3J^Am == 3k J^, et dela on tire 

5. A? = j]7«(w» — !»)-{- »»Ä. 

Nous avons suppose D = 0,5, J =3= 0,027, h =• 0,5 mötres, et suivant 
les experiences faites sur la dilatation que la cbaleur opere sur ie mercure 
et Ie cQivre, OQ a 01 = 0,00018 et ft = 0,000052. Ces chiffires substitues 
dans (5.)^ 00 obtient 

6. A = g?^^. (0,0001 8 — 0,000078) + 0,00018.0,5 = 11,7 millimetres. 

Doao Ie mercure de la beule s'elevera dans Ie tobe de 11,7 millim. ou de 
pres d^un dsmi^pouce a chaque degr^ d'elevation de la temperature. C^est 
plus que Ie double de ce que nous avons obtenu ci-dessus pour Ie point K 
de la figure, au möyeo d'un Systeme de leviers. 

Hainlenant dans rinterieur de notre tube, qui doit ötre bien calibre, 
supposons nn ptston, pose sur la surface du mercure et muni d^une tige qui 
porte un contrepoids, proportionn6e au poids Q a elever. La tige du piston 
et Ie contrepoids seront eleves avec une grande force par la dilatation du 
mercure operee par la cbaleur, et Ie contrepoids auquel vient en aide la pres- 
sion de Tatmospüere sur la surface du piston, la fera redescendre si la tem- 
perature baisse. Voila donc un mouvement de va-et-vient, produit seulement 
par les variations continnelles de la temperature de Tatmosphere. On pourra 
se servir de ce mouvement, comme il a etö decrit plus baut, pour elever un 
poids Q qui fera remonter Ie poids moteur P de la pendule. La tige du 
piston dans notre tube peut dtre immediatemeot celle de la cr^maillere RR (fig. 1), 
ou la bielle EK (fig. 2), ou celle ^7 (fig. 3). Ici les difGcnltes tecbniques, 
qu'on pourrait craindre pour Ie Systeme des leviers, sont evitees, et la macbine 
est beaucoup plus simple. Elle fonctionnera toujours, et aussi longtemps que 
Ie metal durera; c'est la tout ce qu'on peut rationnellement desirer. Le mercure 
durera aussi, comme dans tout tbermometre; il n^est nulle pari en contact avec 
Tatmosphere. 

On pourrait mdme se servir de la force du vent ou des courants d^air 
dans un edifice, pour elever au moyen d^un moulinet a alles borizontales, des 
poids destines a remonter le poids moteur de la pendule. II est bien vrai 
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que la force des vents et des courants d'air est extrömement irregnliere, et 
(pie souveot les calmes complels durent longfemps, mais il iie serait pas im- 
possible d^arranger le mecanisme de maniöre que d'un cöte les vents forU 
elevent, Tun apres Taulre, plusienrs poids, cbacun egal a celui qui est oe* 
cessaire pour remonter le poids de la pendule, poids qui aiors seront liebes 
dans les terops calmes Tun apres Taulre : d'un autre cöte de maniere que les vents 
forts, quand ils eontinuent toujours encore, cessent d'agir sur les poids a elever^ 
aussitöt qu'une provision süffisante en a ete gagnee. Mais la force qu'offrent 
ia dilatation et la condensation des metaux, sera sans doute preferable a celle 
du xfent , parceque les variations de la temperature qui la produit, sont beuu«- 
coup plus continuelles et plus regulieres que les mouvements de Tatmosphere. 
On croira peut-ötre pouvoir refuter tout ce qui a ete propose ci-dessus, 
en disant qu'une macbine teile que nous Tavons decrite, ne serait autre cbose 
que cc perpeluum mobile si decrie, que les pbysiciens et les geometres classent 
dans la categorie de la quadrature du cercle, p. ex. Sans le moindre doute 
la quadrature du cercle n'est possible, ni par la regle et le compas, ni par 
des nombres entiers ou fractionnaires, et par des racines carrees: mais eile est 
fort bien possible par des series infinies, ou par d'autres rooyens d'approxi- 
mation. £galement, sans le moindre doute, un mouvement perpetuel est im- 
possible a produire par une aeule force inorganique de la nature, par ex. par 
la force de la gravite senle^ mais, comme nous Tavons fait voir, cela n^est 
pas impossible, si Ton a recours a plusieurs forces differenles, et si Ton fait 
combattre Tune par Tautre; par ex. si Ton oppose la force de la chaleur 
ä Celle de la gravite. C'est effectivement la m^me cbose que la nature fait 
elle-möroe partout et sans cesse, et Tbomme, dans tout ce qu'il produit, ne 
fait Jamals que diriger les forces de la nature selon ses buts. Toute la 
nature est un veritable perpetuum mobile; non seulement les corps Celestes 
le sont, avec leurs mouvements: mais sur la terre aussi, tout est en mouve- 
ment continuel. La cbaleur evaporise Teau et Televe dans les nues, malgre 
la force de la gravite; d'autres forces condensenl les vapeurs dans Tatmospbere, 
et la pesanteur reconduit Peau sur la terre. L'atmospbere et la mer sont en 
mouvement continuel. Les molecules de tous les corps sont mobiles, quoique 
impercepiiblement^ en vertu de la dilatation produite par la cbaleur. Le mer-* 
eure ds^ns un thermonielre et dans un barometre, est en mouvement continuel 
bleu visible. ürie ajguille aimantee Test egalement etc. Partout le mouve- 
ment: nulle part Ic repos absolul Pourquoi donc serait-il impossible a Thomme, 

30* 
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dMiniter la nature pußsi dans ce cas, et de diriger les differentes forces de 
celte derniere de maniere ä produire un mouvemeni demande? Qu'on fasse 
agir la vapeur d'aoe soarce chande naturelle sur une macbioe a vapeur, et 
00 aura sans doute on mouvement perpetuel tres puissant, sans le moiodre 
secours d'one force organique. Les sources chaudes naturelles sont rares, 
mais Taclion de la chaleur sur tous les corps, tant rigides que fluides, exisle 
partout. C'est la möme action qui produit les sources chaudes: donc egale- 
ment, comme les sDurces chaudes peuvent dtre utilisees pour produire un 
mouvement perpetuel, Taction de la chaleur sur les corps peut-ötre utilisee 
aussi pour le möme but. 

Berlin, decembre 1850. 
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Anhang zu der „Tabelle der reducirten positiven ter- 
n&ren quadratischen Formen, etc." im vorigen Hefte. 

(Von Herrn Dr. 6. Eisetistein, Docent an der Universität zu Berlin.) 

Lvieser Anhang enthalt als Beilagen zu der vorhergehenden Arbeit 
zuerst einiffe Tafeln , welche sich auf die Theorie der Transformation der po- 
sitiven tevnSren Formen beziehen und Ibeils als eine Ergänzung ku §. 6. an- 
ZQseheo sind; sodann einen Versuch zu eiuer Tabelle der nnbestimuiten oder 
iadifferenten ternären quadratischen Formen. 
A. Tafeln aber die Häufigkeit des Vorkommens der einzelnen 
Transformations - Anzahlen. 
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Die Zahlen der vorstehenden kleinen Tafeln , welche durch ziemlicli mäh- 
sames Absfihlen der einzelnen d aus der grofsen Tabelle erhalten worden 
sind, zeigen an, wie viden Formen mit der am Rande befindlichen Deter- 
minante die oben Aber der Spalte stehende Anzahl von Transformationen zu- 
kommt. Addirt man in diesen Tafeln die von der zweiten Spalte an in einer 
Zeile neben einander stehenden Zahlen, so giebt die Summe die Formenzahl 
fflr die in der ersten Spalte befindliche Determinante; multiplicirt man die in 
der 2ten, 3ten, 4len, 5ten, 6ten, 7ten, Sien Spalte stehenden Zahlen resp. mit 
24, 12, 6, 4, 3, 2, 1, und dividirt die Summe der Producle durch 24, so 
erhält man das Maafs oder die Dichtigkeit für dieselbe Determinante. 

Unter den allgemeinen Sätzen, welche man aus diesen Tafeln ziehen 
kann, bemerke ich beispielsweise nur den einen, dafs die Transformations- 
Anzahl ^ = 12 nur dann vorkommt, wenn die Determinante durch 3 theilbar 
ist, und zwar bei den eigentlich primitiven Formen so oft, als es Arten giebt 
D auf die Form D ^Smn^ zu bringen, während rn ungerade und zu n re- 
lative Primzahl ist, bei den uneigentlich primitiven Formen so oft, als es Arten 
giebl D auf die Form D = ßr/in'^ zu bringen, während n ungerade und zu m 
relative Primzahl isL 



B. Tafeln zur Aufstellung der Substitutionen, durch welche eine 
reducirte positive ternäre quadratische Form in sich selbst 

transformirt wird. 

Durch die in $. 6. aufgestellten Tafeln ist man in Stand gesetzt, fflr 
jede reducirte Form , den zugehörigen Werth von S, d. h. die Anzahl der 
Substitutionen zu finden, durch welche die Form in sich selbst transformirt 
werden kann. Dies war genügend fär die Controlirung der Tabelle der redu- 

cirten Formen durch die Bestimmung des Maafses oder der Dichtigkeit ^-r- 

Da es jedoch in anderer Hinsicht von Wichtigkeit sein kann, die Substitu-- 
tionen selbst, und nicht blofs ihre Anzahl kennen zu lernen , so föge ich hier 
die vollständigeren Tafeln hinzu, welche diesem Zwecke entsprechen. Der Ge- 
brauch der Tafeln Ib. und 11^., welche aus la. resp. IIa. entsprungen sind, 
ist bis auf die Bezeichnung der hier auftretenden Substitutions-'Sy.^/er/i^^ von 
denen sogleich die Rede sein wird , ganz analog dem der Tafeln I. und IL 
in $. 6.; man mufs wieder jeden Complex von Bedingungen, welchen die Form 
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GenQge leistet, einzeln in den Tafeln aufsuchen und findet dann nach und nach 
alle der Form zugehörigen Substitutionen. Bei tabellarischer Anordnung der 
Formen gelten natürlich ähnliche Vortheile wie in §. 6. Um beiläufig auch 
der Transformation der nicAZ-reducirten Formen zu erwähnen, so kann man 
jede solche Form in eine reducirte transformiren, und wenn man die hier- 
durch gewonnene Substitution mit allen Substitutionen der reducirten Form in 
sich selbst und sodann mit der jener ersten reciproken Substitution zusam- 
mensetzt, so findet man alle Transformationen der vorgelegten Form in sich 
selbst *). 



*) Seebcr war in seinem Werke über die ternarcn Formen der Lösung der Auf- 
gabe, alle Substitutionen einer reducirten Form in sieb selbst zu finden, aufserordenilich 
nahe. Nachdem er nämlich zum Beweise des Satzes, dafs je zwei äquivalente reducirte 
Formen identisch sein müssen, zwei Tabellen von Substitutionen aufgestellt hat, welche 
man ohne gewissen zunächst Hegenden Bedingungen zu widersprechen zwischen den bei- 
den reducirten Formen annehmen kann, begnügt er sich zu zeigen, dafs die erhaltenen 
Substitutionen theils wegen der ferneren Bedingungen unmöglich , theils von solcher 
Beschaffenheit sind, dafs die zweite reducirte Form mit der ersten identisch wird. Er 
hätte aber weiter schliefsen. können, dafs diejenigen seiner Substitutionen, welche sich 
nicht als unmöglich erweisen, gerade diejenigen sind, durch welche die erste Form zwar 
nicht in eine von ihr verschiedene, aber wohl in eine mit ihr identische, also in sich 
selbst übergeht. Aus diesem Gesichtspuncte betrachtet hätten die 5eeAerschen Tafeln 
aof Seite 111 ff. und S. 159 ff. jenes Werkes sehr wohl als Grundlage bei der Lösung des 
hier in Rede stehenden Problems benutzt werden können, wenn nicht bei der grofsen 
Complication , mit welcher der Gegenstand behandelt wird, sehr gegründete Zweifel an 
der Vollzähligkeit der dort aufgeführten Fälle entstanden wären. Bei dem Zwecke, welchen 
sich Seeher vorgesetzt hatte, und welcher in dem Beweise eines Satzes negativer Art 
bestand, war allerdings die Auslassung einiger Fälle von keiner grofsen Erheblichkeit, 
während hier, wo es sich um positive und zuverlässige Resultate handelt, eine absolute 
Genauigkeit erfordert wird. Es schien daher rathsam, lieber die ganze Arbeif noch ein- 
mal und in einer mehr, übersichtlichen Weise von vorn anzufangen, als die Seeberschen 
Tafeln zu benutzen; und in der That wurden zwei Fälle auf Seite 160 vermifst, die 
keinesweges unmöglich sind, nämlich nach der dortigen Bezeichnung die Fälle (1, f, ß) 
und (I, fs. y). Dafs übrigens der genannte Verfasser auf den hier ausgesprodieneB 
höchst einfachen Gedanken zur («ösung des Problems der Transformation nicht verfallen 
ist, geht daraus hervor, dafs er an einer spätem Stelle seines Werkes (No. 33) dasselbe 
Problem unabhängig von den reducirten Formen und in einer Weise behandelt, weloke 
freilich nicht tiefer in das Wesen der Sache eindringt, indem z. B. aus seinen Betracht 
tuagen , welche eher eine Auseinandersetzung als. eine Lösung des Problems genannt wer* 
den können, nicht einmal hervorgeht, dafs die Zahl der Transformationen immer ein 
Divisor von 24 sein mufs. Diese Bemerkung soll jedoch keinesweges einen Tadel des 
Seefterschen Werkes enthalten, dieselbe soll nur darauf hinweisen , dab in dem Seeber-' 
sehen Beweise des Satzes über die Identität zweier äquivalenten reducirten Formen, wei« 
eher durch seine Länge wahrscheinlich die meisten Mathematiker abgeschreckt hat, dem 
Verfasser unbevoufst die Elemente zu nooh anderen sehr nutzlichen Untersuchungen ent- 
halten sind. 
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I. Tafeln fflr die Formen ( ," , ,, _|_a"' '"'* posttnvon 

.anteren Co£fficienten. 
Da bei der Transformation dieser Formen in sich selirat nur solche 



( < ß', f I 



a 



l^absUtutions - Systeme I < ft', f 1 vorkommen, deren drei Verticalreihen («' 



a« 



iß \r 

sowohl , als Iß' <, als < / sflmmtlicb mit einer oder der andern der 12 fol- 

\ß" {7" 

genden Verticalreihen Obereinstimmen: 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 

1 (0 jO (1 (1 |0 

Ö, 1, 0, -1, 0, 1, 

1 ( 1 ( (-1 (-1 

(T) C2) (3) (4) (5) (6) 

;-i (0 j j-i j^i ( 

0, -1, 0, 1, 6, -1, 

( (-1 ( ( 1 ( 1 

so soll der Raamersparnifs und gröfseren Übersichtlichkeit wegen jede S«b- 
stitution nur dnreh drei Ziffern angedeutet werden, welche sich anf die eben 

geschriebenen Verticalreihen von Snbstitutions- Co£fficienten beziehen; so soll 

/l, 0, 0\ 
z. B. das Symbol (1 , 3, 3) die Substitution I 0, 1 , | bedeuten, das Symbol (2, 4, 6) 

\0,0,1/ 
/O, -1, 0\ 
die Substitution 11, 1, 1 I, u. s. w. Die nachstehende Tafel enthalt nun, 

\0, 0,-1/ 
systematisch geordnet, alle Substitutionen, welche Oberhaupt bei den redncirten 
Formen dieser Art vorkommen können. Ihre Zahl ist 29 und sie vereinigen fol- 
gende Eigenschaften in sich: 1) keine redueirte Form dieser Art kann dorch 
eine aiti/^r« Substitution (mit der Determinante -f- l)als eine von diesen 29 in sieh 
selbst übergehen ; 2) wenn auch bei keiner Form alle dieäe Substitutionen ver- 
einigt angetroffen werden, so giebt es doch fflr jede der Substitutionen unendlich 
viele redueirte Formen^ welche durch sie in sich selbst transformirt werden 
können ; 3) jede einzelne dieser 29 Substitutionen findet bei alten solchen und 
nur bei solchen reducirten Formen Statt, deren Coöf&cienten den der Substi- 
tution beigesetzten Relationen Genfige leisten. 

Crelle*f Joarnai f. d. M. Bd. XLI. Heft 3. 31 



232 .^tf- Eisenstein, über redueirie positive tertiäre quadratische Formen, 



I a. Tafel der möglichen Substitotionen nebst den Bedingungen zwischen den CoäfBcienten, 

welche erforderlich und zugleich hinreichend sind, damit durch- eine solche Substitution 

eine reducirte Form mit positiven unteren CoeiBcienten in sich selbst öbergeht. 



Substitutionen. 



(1, 


2, 


,3) 


(1, 


2, 


5) 


(1, 


2, 


,6) 


(1, 


3, 


,2) 


(1, 


3, 


4) 


iU 


4, 


,3) 


(1, 


4, 


.5) 


(1, 


5. 

4 


,2) 


(1, 


5, 


.4) 


(2, 


1. 


.3) 


C2, 


3, 


.1) 


(2, 


4, 


.6) 


(2, 


6, 


,4) 


(3, 


1, 


,2) 


(3, 


2, 


1) 


(3, 


5, 


.6) 


(3, 


6. 


.5) 


(4, 


T 


.5) 


(4, 


2. 


,6) 


(4, 


5, 


,1) 


(4, 


I 


,2) 


(5, 


1. 


• 4) 


(5, 


3. 


.6) 


(5, 


4, 


.1) 


(5, 


6, 


.3) 


(6, 


2, 


.4) 


(6, 


3. 


.5) 


(6, 


4, 


.2) 


(6, 


5, 


3) 



Bedingungen, 



keine Bedingung*). 
a = 2*', b"=2b. 



a'= 


-26, 


6"= 


= 26'. 


o'= 


-o", 


6' = 


= 6". 


o' 


-a". 


a = 


- 26' — 26 " — 46. 


a 


— 26", 


, 6' = 


= 26. 


a 


— 26' 


— 26". 


A: 


-«", 


a 


26'— 26" — 46. 


a': 


- fl". 


a 


26'— 26". 


a- 


= «', 


6 — 


6'. 


a? 


= a' = 


a , 


6 — 6' — 6". 


a- 


-a'- 


-.2b'. 


- 26' — 26". 


a ■- 


-a'- 


-. a" = 


- 26 — 26' — 26". 


a ■■ 


= a' = 


= «", 


6 — 6' — 6". 


a ■■ 


— a'- 


= «", 


6 — 6' — 6". 


a- 


= a' = 


= a" = 


- 26 — 26' — 26". 


a-- 


-fl'- 


= a"= 


- 26 — 26' — 26". 


a ■■ 


= «' = 


= 26 = 


-26'— 26". 


a- 


-a'- 


= 26 = 


-26'— 26". 



fl' = fl" = 26 = 26' = 26". 



*) d. b. durch die Substitation (1, 2, 3) geht jede Form in sich selbst Aber. 
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Hieraus geht durch umgekehrte Anordnung, indem man jedesmal alle 
diejenigen Substitutionen zusämmenfafst, welchen derselbe Complex von Bedin- 
gungen entspricht, die folgende Tafel hervor: 

I h. Tafel zur Aufstellung aller TransfcNrmationen , durch welche eine vorgelegte 
reducirte Form mit posiiiven unteren CocfDcienten in sich selbst öbergeht. 



Bedingungen. 






Substitutionen. 


Keine Bedingung: 




(1, 2, 3] 


1. 




a—2b' — 2b": 




(1, 4, 5] 


). 




a — 2b', b"—2b:. 




(1,2,5: 


V 




a — 2b", V — 2b: 




(1,4,3] 


l. 




a— 2ft, b"—2b': 




(1,2,6: 


>. 




a — ä, b — b': 




(2, 1, 3: 


). 


• 


a — a", h' — b": 




(1,3,2: 


). 




a'—a", a — 2b'—2b": 




(1, 5, 4: 


). 


• 


a'—a", a — 2b'—2b"- 


= 4A; 


(1,3,4: 


), (1,5,2). 




a — d—2b — 2V—2V': 




(2, 4, 6: 


), (4,1,5), 


(4", 2, 6). 


a — ä—d\ b — V—b": 




(2,3, i: 


>, (3,1,2), 


(3,2,1). 






(2, 6, 4: 


), (3,5,6), 


(3, 6, 5), 


a — «i'=fl" — 2ft — 2J'= 


2h": 


(4,5,1; 

(5, 3, 6; 


), (4, 6, 2), 
), (5,4,1), 


(5, 1, 4), 
(5, 6, 3), 


• 




.(6", 2, 4: 


), (6,3,5), 


(6,4,2), (6,5,3). 



Die 29 in diesen Tafeln enthaltenen Substitutionen sind nicht ohne Mflhe 
sdmmtlich so ausgewählt, dafs ihre Determinante :;= -f- ^ wird, indem die Sub- 
stitutionen mit der Determinante —1, welche «innöthiger Weise die Zahl der 
Systeme verdoppeln würden, ausgeschlossen worden sindf letztere gehen flbri- 
gens aus den obigen 29 hervor, wenn man alle neun CoSfGcienten der Sub- 
stitulionssysteme in ihre entgegengesetzten Wertbe umwandelt. Ein Beispiel 
der Anwendung der Tafel I h. scheint wegen der grofsen Jßinfachheit unnöthig 
jKu sein, und verweise ich auf die Beispiele zu II h. för den nun folgenden 
zweiten Fall. der reducirten Formen, so wie auf $. 6. 
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IL Tafeln fflr die Forme 

unteren CoSfficienten. 



/ a, d, a"\ 
n ( _w ., ut) roi* nicht positi 



ven 



Da bei diesen Formen die Sabstitations - Systeme nur solche Vertical- 
reihen von CoSfficienten enthalten, welche mit einer der. folgenden 14 über- 
einstimmen, 



(1) 
1 

0, 


(T) 
-1 

0, 




(2) 


t, 



(2) 






(3) 

0, 

1 

(3) 


0, 
-1 



(4) 
1 

1, 


(4) 

I • 

1-1, 




(5) 
1 

0, 
1 

(5) 

;-i 

0, 

1-1 



(6) 


1, 
1 

(6) 


;-i, 

-1 



(7) 
1 

1, 
1 

(7) 

;-i 

-1, 

Ut 



so sollen, ähnlich wie oben , die Sabstitationen dareh Symbole mit drei Ziffern 

aas der Reibe 1, 2, ... bis 7 and 1, 2, ... bis 7^ vorgestellt werden, welche 

sich auf die jetzt geltenden, eben aafgestellten Combinationen Yon Sobstitntions- 

CoAffidenten beziehen, so dafs i. B. (1,2,7) das Sabstitotions - System 

1, 0, -1; 

bedeutet a. s. w. 



(O, 1,-1) 
\0, 0, -1/ 



n a. Tafel der möglichen Substitutionen nebst den Bedingangen zwischen den Coöfflcienlen, 

wdcfae erforderiich oad zugleich Unrei<Aend rind, damit dorch eine solche Sobstitation 

eine reducirte Form mit nickt pontiven nnteren Co^ffidentes in sich selbst übergeht. 



Sabstitationen. 





2, 


3) 




2, 


5) 




2, 


6) 




2, 


7) 




3, 


2^ 




3, 


6) 



Bedingangen. 



keine Bedingung, 
« = 2*', ft"=0. 
a'=2*, r=0. 



n \ y\ 



«"=2*, *'==*"= 0. 
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Svbfltitationen. 






Bedingungen. 




(1,3,7) 




= «", 


d' — A", <T»), « — 36'. 


• 


(1,4,3) 


a = 


= 2*'' 


, V—O. 




(1, 6, 2) 


a'= 


=«"= 


-26, b' — V'—O. 




(1, 6, 3) 


a'= 


= a" = 


= 2ft, 6'— 6"— 0. 




(1,7,2) 


a'= 


= «", 


i'=6", 0, a — 36'. 




(1,7,3) 


a'=: 


= «", 


6'— 6", <;, « = 3*'. 


• 


(2, 1, 3) 


a = 


= «', 


*— *'. 

■ 




(2, 1, 5) 


a = 


= a'= 


= 26 — 26', 6"— 0. 




(2, 1, 6) 


a = 


= 0* = 


= 26 = 26', 6"— 0. 




(2, 1, 7) 


« = 


= «', 


a. 




(2,3,1) 


a = 


= «'= 


= a", 6 = 6' = 6". 




(2, 3, 7) 


a = 


-.a'= 


= a"— 36 — 36'— 36". 




(2, 4, 3) 


a = 


= a'= 


= 26", 6— 6'— 0. 




(2,7,1) 


a = 


= a'= 


= a", a, 6' =6". 




(2, 7, 3) 


a = 


= a'= 


= «"- 36 — 36'— 36". 




(3,1,2) 


a = 


= a'= 


= «", 6 — 6'— 6". 




(3,1,7) 


a = 


= a'= 


= a", ö, 6'— 6'^ 




(3,2,1) 


a = 


= a'= 


= fl", J = ft'_r. 




(3, 2, 7) 


a = 


= a'= 


= a"— 36 — 36'— 36". 




(3,7,1) 


a = 


= a'= 


= «", 0. 




(3, 7, 2) 


a = 


= «'= 


= a", 0, 6 = 6'. 




(4, 1, 3) 


a = 


= «'= 


= 26", 6 = 6*- 0. 




(4,2,3) 


a = 


= a'= 


= 26", 6 — 6'— 0. 




(7,1,2) 


• 


= a'= 


-o"- 36 = 36'= 36". 




(7, 1, 3) 


a = 


= «*= 


= a"— 36 — 36'— 36". 




(7,2,1) 


a = 


= «'= 


= «"=36 — 36'— 36". 




(7, 2, 3) 


• 

a = 


= a'= 


= fl", <y, 6' = 6". 




C7, 3, 1 ) 


a = 


= «'= 


= «", a, 6 — 6'. 




(7, 3, 2) 


a = 


= <!' = 


= «", a. 

• 



*) Der Buchstabe o bedeutet der Kflrze halber so wie in f. 6. die Bedingung 
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Aufser den hier aufgestellten 35 Substitationen mflssen aber, wat^ in der 
Tabelle I. nicht der Fall ist, noch diejenigen zugelassen werden, welche aus 
ihnen entspringen ^ indem man den tfimmtlichen sechs in irgend zwei Verlical- 
reihen des Substitutions - Systems befindlichen Coefficienten entgegengesetztes 
Vorzeichen ertheilt; doch treten ffir diese neuen 105 Substitutionen noch fol- 
gende sehr einfache Bedingungen hinzu. Ist nämlich (p, q, r) eine der in 
der Tafel vorkommenden Substitutionen, so müssen ffir die Substitution (/>^ q^ r) 
aufser den der Substitution {p, q^ r) entsprechenden in der Tafel angegebenen 
Bedingungen noch die beiden 6 = 6'=0, für die Substitution {p, q, r) noch 
die Bedingungen b = b"^=0^ und für die Substitution (p, q, r) noch die Be- 
dingungen 6' = 6''=0 hinzugefügt werden, wobei rficksichtlich der Bezeich- 
nung zu bemerken ist, dafs ein bereits über einer Ziffer befindliches Minus- 
zeichen durch ein neu hinzugesetztes — wieder aufgehoben werden soll; So 
sind z. B. , damit eine reducirte Form durch die Substitution (3, 2, 1 ) , welche 
in der Tafel vorkommt, in sich selbst übergehe, die Bedingungen a=^(i=^d\ 
^ = ft' = 6'' erforderlich und hinreichend, und es ist nicht nöthig, dafs irgend 
einer der drei unteren CoSfficienten h, V oder ft" verschwinde; soll aber die 
Substitution (3, 2, 1) anwendbar sein, so genügt nicht die Gleichheit der 
oberen und die der unleren Co£fficienten, sondern es mufs aufserdem h = 6'=0 
also freilich auch *"= sein; für diß Substitution (3,^, 1) mufs 6 = *"==0 
also auch 6'=:0, endlich für die Substitution (3, 2, 1) mufs V^=^V'—Q also 

aach ^==0 sein, so dafs eine reducirte Form wie ( .^ ^ t\ in Betreff der 



. .(a, a, a\ . 



vier Substitutionen (3, 2, 1), (3, 2, 1), (3, 2, 1), (3, 2, 1) entweder durch 
alle vier oder nur durch die erste derselben in sich selbst übergeht , je nach- 
dem 6 = oder von* Null verschieden ist. Die Substitutionen der Tafel sind 
in Bezug auf ihre Vorzeichen nacb einem solchen Princip ausgewählt worden, 
dafs die angegebenen Regeln stets gültig bleiben. So durfte in dem eben aus- 
geführten Beispiele von den vier einander entsprechenden und nur durch die 
Vorzeichen verschiedenen Substitutionen mit der Determinante -f ^ nur die 

• 

Substitution (3, 2, 1) in die Tafel aufgenommen werden, weil sie die einzige 

(a a u\ 
... I unter allen Umständen anwendbar 
b, b, b) 

bleibt. In gewissen Fällen war die Wahl zwischen zweien der vier zusam- 
mengehörigen Substitationen gleichgültig, nämlich dann, wenn die hinzutreten- 
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den Bedingungen 6 = ä'=0 oder 6 = Ä"=0 oder A'=6"=0 schon von 
selbst unter den Bedingungen der Tafel enthalten sind, wie z. B. bei den Sub* 
stUutionen (1,6,2), (1,6,3), (2, T, 3) u. s. w. , welche durch resp. 
(1, 6], 2), (T, 6,1), (21, 4, 3) u. s. w. in der Tafel hätten ersetzt werden 
können. — Dafs, aufser den theils in der Tafel befindlichen, tbeils durch die 
angegebene Zeichen - Änderung aus ihnen hervorgehenden 140 Substitutionen 
mit der Determinante -j-l^ fernere 140 Substitutionen mit der Determinante —1 
als sich von selbst verstehend auch hier gflnzlich ausgeschlossen werden , wird 
gewifs Billigung finden. 

Aus der vorhergehenden Tafel erhfilt man durch umgekehrte Anord- 
nung, nämlich durch Zusammenfassen derjenigen Substitutionen, welchen der- 
selbe Complex von Bedingungen entspricht, die folgende: 

• 

II b. Tafel aar Anfstellung aller Transformationen , durch welche eine reducirte Form 
* mit nicht positiven unteren CoefBcieuten in sich selbst übergeht. 



Bedingungen. 



Substitutionen. 



Keine Bedingong. 

a = 2b", 6' = 0: 
a'=2*, *"=0: 
a = 2*' + *", a'=2* + *"; 

a'=a", b'=b": 

a = a', o Cd.h. o + a'==2(*-f 6'-f *")): 

a = «' = 26 = 2«', *"==0: 

a=ii' = 2b", b = b'=0: 



a'=a"=26, b'=b"=0: 
a = a'==a", « = 6'=A". 



a", a: 




• 


a", a, b = 


= *'.• 




a", a, b'-. 


= V: 




vi'— U — 


: 3*' = 


= 36": 



(1,2,3). 
(1,2,_5). 
(1,4,^). 
(1, 2, 6). 
(1,2,7). 
(2, £,3). 
(1,3,2). 

(2,2,7). 
(2,1,5), 
.(2,4,3), 
(1,3,6), 
(1,3,7), 

(2,3,1), 
(3, 7,^), 
(3, 7,^), 
(2,7,1), 
(2,3,J), 
(7,1,2), 



1(2,3,^), (2. 
Ir7. 1.2"». (1. 



(2,1,6). 

(4,1,3), (4,2,3). 
(1,6,2), (j_,6,3).* 
(1,7,2), (£,7,3). 
(3,1,2), (3,2,1). 
(7, 3, 2). 
(7,3,1). 

(3,^,7), (7,2,3). 
(2. 7, 3), (3, 2, 7), 
(7,1,3), (7,2,1). 
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FOr den Fall, dafs zwei der ooteren Co£fficienten der Form ver-* 
schwinden, verdoppelt sich die Zahl der aus dieser Tafel hervorgehenden 
Transformationen; jeder ans der Tafel erhaltenen Substitution mufs dann eine 
zweite entsprechende hinaugefflgt werden, welche aus ihr dadurch abgeleitet 
wird, dafs man, wenn 6==6'=0 ist, die sechs CoSfficienten der ersten und 
zweiten Verticalreihe, wenn 6 = ft"=0 ist, die sechs CoöfGcienten der Iten und 
3ten Verticalreihe, wenn 6' = 6''=0 ist, die sechs Co£f&cienten der 2ten und 
3ten Verticalreihe des Substitutionssystems mit entgegengesetzten Vorzeichen an* 
nimmt, wobei es ganz gleichgflltig ist, ob jene Bedingungen (6==6'=;=0 u. s. w.) 
schon unter denen der Tafel begriffen sind, oder nicht. Für den Fall, dafs 
alle drei unteren CoSfficienten verschwinden, also 6 = 6'=6''=0 ist, liefert 
die Tafel nur den vierten Theil der Substitutionen, und die flbrigen werden 
erhalten, indem man nach und nach und immer gleichzeitig sowohl in der Iten 
und 2ten, als in der Iten und 3ten, als auch endlich in der 2ten und 3ten 
Verticalreihe der Substitutions- Systeme die angegebene Zeichenflnderun^ vor- 
nimmt. — Zwei Beispiele werden nicht flberflflssig sein, um den Gebrauch 

der Tafeln zu erlSutern. Um alle Substitutionen der Form ( .^ J* ^ I in ' 

V-1, -1, ~v 

sich selbst zu finden, mufs man die für sie stattfindenden Relationen (Bedingungen) 

zwischen den CoSfficienten : = 0',* = *', *'=6", a-f fl'=2(6 + 6'-f 6")(^X 

zum Gebrauch der Tafel in folgende Gruppen zerlegen: 

ohne Rflcksicbt auf ^ie Bedingungen erhfllt'man die Substitution (1, 2, 3), 

die Gruppe a = 26' + ft", a' = 2* + *" liefert - - - ( F, 2, 7 ) , 

die Gruppe a = a', b=^V liefert .... - - - (2, 1,3), 

die Gruppe a=^a\ a liefert - . - - {2, 1, 7), 

also geht die vorgelegte Form durch jede der vier Substitutionen 

/l, 0, 0\ /-l, 0, U / 0, -1, (K /O, 1, -1\ 

(0,1,0), ( 0,-1,1), (-1, 0, 0), (1,0,-1) 

\0, 0, 1/ \ 0, 0, 1/ \ 0, 0, -1/ \0, 0, -1/ 

mit der Determinante -f~ 1 ^^^ ^^^ durch diese in sich selbst Ober, insofern 
es fiberfiflssig erschein^, die vier Substitutionen mit der Determinante — 1^ 
welche aus jenen durch Zeichenänderung sflmmtlicher neun Substitutions-Co£f-. 

/ 1, 4, 5\ 

ficienten hervorgeben, noch besonders vorzufahren. FOr die Form I 9 /\ /^ ) 

ergiebt sich, aufser der evidenten Substitiition (1 , 2. 3) , aus der Gruppe von 
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Bedingungen a' =^2b, 6"= noch die Substitution (1, 2, 6); da aber 
6'==6"r=0 ist, so müssen diesen beiden aus der Tafel erhaltenen die bei- 
den folgenden (1, 2, 3), (1)2, 6) hinzugefügt werden, so dafs die Form 

( 9 n' rt ) ^^^ ^®^® Form wie (_o' o' O )' *" ^^^ ö"7>4 ist, durch jede 

der vier Substitutionen mit der Determinante -f 1 : 

/l, 0, 0\ /-l, 0, 0\ /K 0, 0\ /-l, 0, Ov 
(O, 1, 0), ( 0, 1, -.1), (0,-1, Ol, ( 0,-1,1) 
\0, 0, 1/ \ 0, 0, -1/ \0, 0, -1/ \ 0, 0, 1/ 

und nur durch diese in sich selbst transformirt werden kann. 



C. Versuch einer Tabelle der nicht äquivalenten unbestimmte 
C indifferenten) temären quadratischen Formen fiur die 
Determinanten ohne quadratischen Theiler unter 20. 



Determinante. 


Indifferente ternäre quadratische Formen. 


1 


/O, 0, 1\ 

^0, 0, iJ- 


2 


(o! ö' l)' 




(S: 2: D •)• 


3 


/t), 0, 3\ /l, 1, -3\ 


5 


/O, 0, 5\ /l, 2, -2\ 
KOy 0, 1> M, 0, 0/ 


6 


(o! ol l)' (o| o| o)' 




/O, 0, «\ 

Vo, 0, i> 


7 


/O, 0, 7\ /l, 1, — 7\ 
\0, 0, i> U, 0, 0/ 


10 


/O, 1, ION /l, 2, -5n 
kO, 0, V' i.0, 0, 0> 




/O, 0, 10\ 
VO, 0, \) 



'^) Die in zweiter Zeile stehenden Formen för die geradepi Determinanien sind die 
uneigentüch primitiven. 
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Dolerminaate. 


Indifferente ternire quadraliscbe Formen. 




11 


/o, 0, iiN /i, 1, -UN, 
yo, 0, i;' VO, 0, o> 


• 


13 


/O, 0, 13>v ^1, 2, -6n 

VO, 0, i;' Vi, 0, oJ- 




14 


/O, 1, 14N fi, i, -14N 

Vo, 0, iV' Vo, 0, o;' 

/O, 0, 14\ 

vo, 0, ij- 




15 


/O, 0, 15\ /l, i, — 15n /l, -3, 5\ /l, 3, 

Vo, 0, i> Vo, 0, o> Vo, 0, o> Vo, 0, 


-&• 


17 


/O, 0, ir\ f-\, 3, 6n 

Vo, 0, \p V 1, 0, q) ' 




19 


/O, 0, 19\ /l, 1, -19\ 

Vo, 0, V' Vo, 0, o> 





Bei der Constroction dieser kleinen Tabelle, welche noch wfthrend des 
Druckes vorliegender Abhandlung hinzugefügt worden ist, bestand die eigentliche 
Arbeit in dem strengen Nachweise, dafs die hier aufgestellten Formen wirk- 
lich erschöpfend sind. d. h. dafs jede andere unbestinmite Form mit derselben 
Determinante in eine von ihnen transformirt werden kann; denn dafs sie selbst 
alle untereinander nicht -äquivalent sind, geht unmittelbar daraus hervor, dafs 
sie sämmtlich in verschiedene Genera (vergl. im 35ten Bande dieses Jour- 
nals S. 125 ff.) gehören, indem ich mir die Auseinandersetzung der hierbei 
angewandten eigenthumlichen Yortheile vorbehalte, bemerke ich nur, dafs obige 
Formen als Repräsentanten der sie enthaltenden Classen immer so ausgewählt 
sind, dafs ihr erster Coöfficienl mit der absolut kleinsten durch die Form dar- 
stellbare Zahl zusammenfallt. Was namentlich diejenigen Formen betrifft, durch 
welche Null darstellbar ist und deren Repräsentanten oben in der Tabelle die 
erste Stelle einnehmen, so zeigt man durch eine einfache Rcduction (vergl. 
Gauss Disq. arithm. S. 317 der französischen Übersetsung) , dafs jede solche 
Form in eine äquivalente von folgender Art 

/O, a\ a"\ 

\*. 0, V^) 
transformirt werden kann, in welcher der erste und fünfte Coefficient = sind*), 

*) Es kann dies als ein specieller Fall eines von Jacobi neuerdings aufgestellien 
Salzes angesehen werden, dafs man nämlich jede quadratische Form mit beliebig vielen 
Variabeln in eine äquivalente transformiren kann, in vrelcher alle Glieder fehlen , bis auf 
die Quadrate und die Producte je zweier oninittelbar auf einander folgenden Variabein. 
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so dafs die Determinante /l einfach r=z a" V*' wird , während überdies a' und b 
noch besonderen Grenzbedingungen in Bezug auf a'* und V' unterworfen wer- 
den können. Enthält die Determinante J keine quadratischen Tbeiler, so 
mufis V*^=z\^ ol^ '=L J sein, und alle jene Formen reduciren sich dann für 



ein un 



gerades J auf die einzige \^l ^ ^ )? und für ein gerades J auf die 



beiden (o' o' 1 )' In' ft' 1 )* Bezeichnet man durch F die zugeordnete 

dieser Formen, so stellt F die Zahl -f 1 dar, es ist daher F quadratischer 
Rest zu allen in J aufgehenden Primfactoren. Andrerseits folgt leicht aus 
dem von hegendre aufgestellten Satze über die Lösbarkeit der unbestimmten 
Gleichung 

ÄT'+ay+o'V = 0, 

und aus der Entwicklung, welche Gaufs diesem Satze gegeben hat, dafs 
umgekehrt IfiuU durch jede ternäre Form f darstellbar ist, deren Determinante 
keinen quadratischen Theiler enthält, und für welche FRJ, also F zu sämmt- 
liehen Primfactoren von J quadratischer Rest ist. Diese Bemerkung in Ver- 
bindung mit dem vorhergehenden Resultate, dafs für einen ungeraden Werth 
von J ohne quadratischen Theiler alle Formen, durch welche Null darstellbar 

/O, 0, J\ 
ist, auf die einzige \ ^ /) ^ ) reducirt werden können, führte zu dem merk- 
würdigen Satze, 

y^dafs für jede ungerade Determinante J ohne quadratischen Theiler 
dasjenige Genus unbestimmter terndrer quadratischer Formen, wel" 
chetn die sämmtlichen in FRJ enthaltenen zugeordneten Charactere 
entsprechen, immer überhaupt nur eine einzige C lasse von Formen 

enthält, welche durch die Form l^ ' . ] oder auch durch die ihr 
äquivalente Form f^' ' j = ar^ — y^-|- Jz'^ reprdsentirt wird *). 



'^) Für ein gerades J ohne quadratischen Theiler existiren zwei solcher gcnera, 
ein eigentlich primitives und ein uneigentlich primitives, welche ebenfalls jedes immer 

nur eine einzige Classe enthalten, ersteres die Classe der Form (^ ^ yj, letzteres die 
Classe der Form (q' Jf). 

32* 
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Aas diesem (streng bewiesenen) Salze ergab sich die am Schiasse der ersten Ab- 
theilung ausgesprochene Vermuthung, welche wenigstens durch die obigen aller- 
dings nicht sehr zahlreichen Beispiele keine Widerlegung findet^ dafs auch die 
übrigen Genera fär eine solche Determinante nur eine Classe von Formen ent- 
halten, also die Zahl der Classen mit der Zahl der Genera == 2^ äbereinstimmen 

• 

möchte. Ist z.B. die Determinante eine ungerade Primzahl Jz=p^ so existiren 
überhaupt nur 2 Genera mit den zugeordneten Characteren FRp und FNp, 
und für lias erstere FRp ist durch das Vorhergehende bereits bewiesen, 
daft es nur eine Classe enthält; dasselbe wäre also nur noch für das zweite 
Genus nachzuweisen ; ist p^S (med. 4)« so enthält dieses zweite Genus jeden- 
falls die Form /"=('' j mit der zugeordneten /?'= ( ^ ' j, so 

dafs für eine solche Primzahl nur die Frage bleibt, ob wirklich jede Form, 
für welche FNp oder — FRp, jener ^^-j">^ — P^^ äquivalent ist. Die ge- 
nauere Ergründung des hier angeregten schwierigen Problems mufs jedoch 
ferneren Untersuchungen vorbehalten bleiben. 
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16. 

Transformation einer beliebigen gegebenen homo- 
genen Function 4ten Grades von zwei Variabeki 
durch lineftre Substitutionen neuer Variabein in 
die Form, welche nur die geraden Potenzen 

der neuen Variabein enthält. 

(Von Herrn Otto Hesse ^ Professor an der Universität zu Königsberg.^ 



Üis giebt nur zwei homogene ganze Functionen , deren Determinanten 
respective von demselben Grade sind, wie die Functionen selbst. Ich verstehe 
unter Determinante einer Function die aus den zweiten partieUen DiflTerential- 
quotientea zusammengesetzte Determinante. Die Transformation der einen, nfim- 
lich der homogenen ganzen Function dritten Grades von drei Variabein , durch 
lineare Substitutionen, habe ich in diesem Journal Bd. 28. S. 68 auseinandergesetzt. 
Die Transformation der andern, der homogenen ganzen Function 4ten Grades 
von zwei Variabein, welche eine in die Augen fallende Analogie mit der 
ersteren darbietet und gleich wie jene eine einfache geometrische Interpretation 
gestattet, werde ich im Folgenden behandeln. An diese Aufgabe wird sich die 
Auflösung der allgemeinen biquadratischen Gleichungen anscMiefsen ; nebst der 
Untersuchung einer irreductibeln Gleichung vom 6ten Grade, welche vermöge 
gewisser Eigenschaften der Wurzeln sich algebraisch auflösen Ififst. 

«. 1. 

Wenn man durch u eine beliebige gegebene homogene Function 4ten Grades 
der beiden Variabein j^m j?2, durch t<i, u^ die ersten und durch fin, tii2 = ii2i, 032 
die zweiten partiellen Differentialquotienten, nach den Variabein genommen, 
bezeichnet, so hat man: 

Betrachtet man in diesen Gleichungen diejenigen Gröfsen o^i, or,, welche in 
den Theilen derselben links explicite vorkommen, als die Unbekannten und 
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löset sie ia ROcksicht auf diese Unbekannten linearen Gleichungen auf, so 
erhält man, wenn man für den Ausdruck t/iit/22 — tils (der in dem Folgenden den 
Namen der Determinante der Function u fähren soll) der Kürze wegen v setzt : 

(2.) j^i^ = +3iiit/22 — 3ti,«i2, 
jxji' = — 3tlltl,.2-f3ll2Wll• 
Aus diesen Gleichungen gehen nun durch Differentiation nach den Va- 
riabein folgende Gleichungen hervor: 

^l«^l— 2r = 3t<lfl22i — 3tf2ll,i2, 

r31 ^^'^' ^ 3Vill22o — 3fl2tl,„, 

yc^v^ = — 3fiitii,2-f 3ii2fiui^ 

XtVi—2v = — 3lli tli22 4" 3ti2 tl|,2 , 

in welchen der Kurze wegen t^i v^ fflr die ersten partiellen Differentialquotienten 
der Function v und tiui, 11^12, 11122, «222 für die dritten Differentialquotienten 
der Function u gesetzt ist. 

Es sei ferner die gegebene Function: 

(4.) u = a^ox\'\'4ia^ix\X'^-\-%a'nx\x\'\'4ia^Xia^'\'ao^x\^ 

und die aus den »weiten Differentialquotienten gebildete Determinante dieser 
Function : 

(5.) V = *4oa?J 4-4*31^^2 + 6*«^i ^2 -f^*i3^i^ + *o»^'*- 
Alsdann hat man: 

■~" ^40*^ *| *^^31 *^1 ^1 jT ^^022 ^\ *^2 (' ^13 •^ 9 

., ♦ = Ö3ij:|-j-3a22^i^2"T" 3öi3^i^-rÄoja?2 9 

iT^l ^^^^^ ^40 •'a "1" ''^^Sl »'^l *^2 T ^^^^22 ^1 •'^2 "l ^13 ^^2 ^ 
= frai^l-f 3*21^1^2 + 3*13^1 ^2 + *04^' 

Betrachtet man in diesen vier Gleichungen die vier Gröfsen x\^ xix2^ 
XiX\ , xi rechts als die Unbekannten und löset die in Rücksicht auf sie Unbe^ 
kannten linearen Gleichungen auf, so erhält man Gleichungen von der Form: 

'4ÄrJ = :7l4otli4-7l3iU24-/>4ot^l + j»31«?2, 

(71 J4fi^^2= 7l3itli4-7l22tl2-f;'31«^i+i»22«^2, 

^^\RX^XI= 7l22tll + 7ri3W2+^i2t^i+;>13t^2, 

ARxl = 71,3 IIa -f7lg4t#2 + />i3«^i +/>(>♦ «^2; 

welche Gleichungen aus eben so vielen verschiedenen Gröfsen p und n xu- 
sammengesetzt sind, als die aufzulösenden Gleichungen verschiedene Coefficien- 
ten a und h enthalten. Der gemeinsame Nenner R der Unbekannten ist , da 
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die Gröfsen b Tom zweiten Grade sind, rom 6ten Grade, und homogen in 
ROcksicht auf die Qröfsen a. Die Gröfsen n und p sind ebenfalls hoffiogen 
und von den Graden 5 und 4. 

Zum Beweise jener Behauptung dienen die Gleichungen (3.), welche 
ich Torausgeschickt habe. Denn multiplicirt man die erste Gleichung (7.) 
mit 0^2, die zweite mit Xi uad setzt die Werthe von XiV^^ ^\Vt^ ^z^i^ ^7^1 
aus (3.) 9 so erhält maa 

4ÄrJar2 = f^l{n^yXy^p^^Zu^^^ p^^^u^ti] 

-]- U2{n<,^x^—p^,^n^^^ — p^%Um}'\-pii2v; 

Avciche beide Gleichungen die Form 

haben, wo Ai und A^ homogene Functionen von x^ und X2 ersten Grades 
sind und A eine Constante ist. Betrachtet man aber in dieser identischen 
Gleichung die vier CoeflGcienlen der Variabein in A^ und A^ und die Constante A 
als fünf Unbekannte, so erhält man, durch Gleichsetzung der Coefficienten gleicher 
Potenzen und Producte der Variabein auf beiden Seiten der Gleichung fOnf, 
in Beziehung auf die Unbekannten lineare Gleichungen, aus welchen sich für 
die Unbekannte A nur ein einziger Werth ergiebt. Dieser Coefficient A von 
iv ist also in den beiden vorhergehenden Gleichungen einer und derselbe; 
also ist auch die Gröfse ^131 in den beiden ersten Gleichungen (7.) eine und 
dieselbe. Auf eben die Art Iflfsl sich beweisen, dafs auch die Gröfsen P22 in 
der zweiten und dritten Gleichung denselben Werth. haben, etc. 

Um zu beweisen, dafs auch n^i in den beiden ersten Gleichungen (7.) 
eine und dieselbe Gröfse ist, setze ich in den Gleichungen (3.) statt 2r seinen 
Werth = 4(^1 1^1 -f-Xai;^} und stall «jm, «,12, u^^^^ U2n ihre Werlhe als lineare 
Functionen von Xi^ x^- Wenn man zu diesen Gleichungen, welche, da die erste 
und letzte Gleichung nichl verschieden sind, nur die Stelle von drei Gleichungen 
vertreten, noch die Gleichung 4ti = a?x^i'f ^2*^3 hinzufügt, so bat man vier 
Gleichungen, deren Theile rechts die vier Gröfsen :r|tix, ^if/2, ^2^19 ^1^ 
und die Theile links die fünf Gröfsen ;r,ri, arit?2^ ^2t'i^ ^21^2 und u auf lineare 
Weis^ enthalten. Es lassen sich also die vier ersten Gröfsen linear durch die 
fünf letzten Gröfsen ausdrücken. Setzt man nun diese Ausdrücke für XiU^^ 
^iVi, Xittt'i Xaiia in die erste mit x^ multiplicirte Gleichung (7.) und gleich- 
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zeitig in die zweite mit x^ multiplicirte Gleichung (7.), so nehmeq beide 
Gleichungen die Form 

an; wo B^ und B^ linefire homogene Functionen von Xj und X2 und B eine 
Constante bedeuten. Bestimmt man die vier Coefficienten in Bi und B^ und 
die Constante B, indem man die Coefficienten gleicher Potenzen und Produete 
der Variabein auf beiden Seiten der letzten identischen Gleichung einander 
gleich setzt, so wird sich, weil die aufzulösenden Gleichungen linear sind, nur 
ein einziger Werth von B ergeben. Da aber eben sowohl in der ersten, als 
in der zweiten behandelten Gleichung (7.), um sie auf die genannte gemein* 
schaftliche Form zurückzuführen, B für n^i zu setzen war, so wird auch diese 
Gröfse 7131 in den beiden ersten Gleichungen (7.) denselben Werth haben. 
Eben so Idfst sich beweisen, dafs 71,2 in der zweiten und dritten Gleichung 
denselben Werth haben etc. 

Wenn man die Werlhe von x\^ xlx^^ XiX^^ xl aus den Gleichungen (7.) 
in die Theile rechts der Gleichungen (6.) setzt, so erhält man durch Gleich- 
stellung der Coefficienten der Gröfsen tii, f/2v^i ^^ ^2 ^^^ beiden Smten 
der Gleichungen (6.) folgende Systeme von Gleichungen: 



(8.) 



(9.) 



'0 = Ö4(J^31-f 3«3l^M+3ö22^13+Äi3 7^, 

|0 = a,i7r44,-f"3a22^3i + 3fli3^««+^^i39 

R= a3i7r3,-f3ö22^^ + 3au7ii3-f ^^^9 

= *4i) ^«ü -f 3^31 7l3x-f 3*22/122 + *13 ^13 9 

= *4ü^3l-j"3*3l^22 4"3*22^13 4-*13^"^9 

= *31^4(|-|-3622^31-f-3*13^2 + *ü»^139 

= *31 ^31 + ^*« ^n 4" 3*13 ^13 + *0» ^0» ^ 

= OwPm) + 3^31 Pn -f 3022/^22 + ^liPn ^ 

r i 1 J^ " ^M}Pn + 3ll3i/J>22 + 3<l22/»13 + ^13/^0* 9 

^^ \0 = «3l/^4(i4-3ö22/>31-|-3Äi3/»22-f «0*/^13 9 

= ^iiPzi + 3ll22/>22 + 3öl3/>13 + ^Po* 5 

= *40/>4Ü + 3Äsi/l31 + 3*22/^22 + *1J /'U 9 

. j^ = *4ü/>40*|- 3*si;>31 + 3*22/^22 -f^u/'lS 9 

JO = 631/^Sl + 8A22;>22 -f 3*i3/li3 + *0»/'0l ^ 

R = inPn -f 3*22/^22 -f" 3Äi3/'i3 + ^üi^ü* • 
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Diese vier Systeme von Gleichangen lassen sich, als Sätze, wie folgt aus- 
sprechen : 

(8.) Die Ausdrücke XiUi und X1X2 verschwinden, wenn man in ihnen n^i 

für die Producte x^xi setzt, während die Ausdrücke XiUi und X2U2 

den Werth 4R annehmen. 

(9.) Die Ausdrücke XiV^^ ^11^2, 0^2^19 ^^1^2 verschwinden sämmtlich, 

wenn man n^i für xlx\ setzt 

{10.) Die Ausdrücke x^u^^ ^1^/29 ^21^19 ^2^2 verschwinden sämmtlich, 

wenn man p^i für x'xi setzt. 
(11.) Die Ausdrücke x^Vi und XiV^ verschwinden, wenn man in ihnen 
Pxi f^^ ^^ Producte xj^xi setzt, während die Ausdrücke j^iVi 
und X2V2 den Werth 4R annehmen. 
Man setze nun statt der Gröfsen a die entsprechenden Gröfsen b. Durch 
diese Änderung mögen die Gröfsen p, welche allein von den Gröfsen a ab-- 
hangen 9 in die entsprechenden Gröfsen q flbergehen, so dafs die Gleichun- 
gen (10.) in 

> = *4ü ^40 + 3*31^31 + 3*» y» 4**13^13 9 

. . > = *4Ü ^31 +3*31^22+ 3*22 yi3 + *i3yül 9 

^ '^ jO = *3iy4ü+3ft22y3i + 3*uy22 + *ü»<ri3 9 

^ = *3iy3l4"3ft22y22-|-3fti3yi3-j-6ü»9(H 

sich verwandeln. Aus der Yergleichung dieses Systemes von Gleichungen mit 
dem Systeme (9.) ergiebt sich, dafs die Gröfsen q den entsprechenden Gröfsen n 
proportional sind. Es folgt daher: 

Und wenn man diese Werthe der Gröfsen n in die Gleichungen (8.) setzt, 
so gehen dieselben in 

flR = «40^40+ 3031 yji-f 3^22^22 + ^13^13 9 

,.«% ) ^ ^^ Ä4oy3i + 3ö3iy2a + 3«r22yi3+Äl3^lH9 

) = «31^40 +31122^31 + 3013^22 + 00*^13 9 

flR = «31^31 + 3022^22+31113^13-1- tf<»y()4 

aber. Diese beiden Systeme enthalten folgende Sätze: 

(12.) Die Ausdrücke ariTi, :rir2, x^v^^ x^v^ verschwinden sämmtUch, 

wenn man q^i für die Producte x^xi setzt. 
(13.) Die Ausdrücke x^u^^ X1U2 verschwinden, wenn man in ihnen q^i 
für die Producte xfxi setzt, während die Ausdrücke XiUi^ X2Ui 
die Werthe 4fiR annehmen. 
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Da die Gröfsen p in Räcksichl auf die Grölten a vom vierten Grade 
sind , so werden die Gröfsen q vom achten und die Gröfse jti wird vom drit- 
ten Grade sein. 

Man kann die Gröfsen p, n, R, so wie die GröA>en y und /t, dem V^or- 
hergebenden zufolge, als Functionen von a bestimmt betrachten. Die erstem 
stellen sich nämlich, wenn man die gegebenen Gleichungen (6.) auflöset, als 
die Coefficienten in den aufgelöseten Gleichungen (7.) dar; die Gröfsen q 
entstehen aus den entsprechenden Gröfsen p, wenn man in den letzteren die 
Gröfsen a in die entsprechenden Gröfsen b verändert, und die Gröfse a stellt 
sich als der geroeinsame Quotient bei der Division der Gröfsen q durch die 
entsprechenden Gröfsen n dar. Wenn nun diese Gröfsen auf die angegebene 
Art als bestimmt betrachtet werden, so kann man umgekehrt die Aufgabe stellen : 
die Form der Gröfsen a zu bestimmen, welche aUein den Gleichungen (13.) 
genügen. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (12.) wird man finden, dafs die- 
selben von der Form 

dind, oder, wenn in den Gleichungen (13.) ixR eine beliebige Gröfse bedeutet, 
so werden die Werthe der Gröfsen a von der Form 

sein. Hierauf beruht folgender Satz: 

(1 1.) Jede homogene Function u vom 4ten Grade^ deren Coefficienten a 
den Gleichungen (13.) genügen, in welchen (iR einen beliebigen 
Werth hat, die Gröfsen q aber die im Vorhergehenden bestimm-- 
ten Werthe haben j ist von der Form: 

ilfii-fAr. 
Woraus wiederum folgt: 

(15.) Die Determinante w der Function v, das keifst die Determinante 
der Determinante der Function u isi von der Form: 

w = mu-{'nv. 

Denn setzt man in den Gleichungen (3.) für die Gröfsen a die entsprechen- 
den Gröfsen b, wodurch die Gröfsen b in die Gröfsen c fibergehen mögen 
und die Functionen u in r und v in w sich verändern^ so verschwinden die 
Theile rechts, der auf diese Weise veränderten Gleichongen, wenn man q^x 
für die Producte ;r;j?i setzt, nach (12.), und die Gleichungen selbst nehmen 
die Gestalt der Gleichungen (13.) an; mit dem Unterschiede« dafs die Gröfsen c 
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die Stelle der Gröfsenri vertreten. Es verschwinden also die Aasdrflcke or^tr, 
und XiW2^ wenn man q^^^i fflr die Producte xlx\ setzt, wfihrend die Aus- 
drücke Xi^Wi^ X2W2 einen und denselben Werth annehmen. 

Die Gröfse R war im Vorhergehenden als die Determinante folgender 
Componenten bestimmt: 



^40 


3«„ 


Son 


Oii'i 


«3J 


Sftn 


3a,j 


^m^ 


*4CI 


3*„ 


3*11 


*I3 9 


*,. 


3*w 


3ftn 


*«4- 



Durch die Änderung der Oröfsen a in die entsprechenden Gröfsen b, wodurch 
die Gröfsen 6«^ i^&ch (15.) in die entsprechenden Gröfsen tna^i'\'nb^x fiber- 
gehen, möge fi in ^ fibergehen. Macht man aber die erwfihnte Änderung 
der Componenten der Determinante R und bildet hierauf die Determinante, 

so zeigt sich leicht, dafs 

(16.) S = m^R 

ist. Ändert man auch die erste Gleichung (11.) auf die genannte Weise, so 
geht dieselbe in 

aber. Vergleicht man diese Gleichung mit der ersten des Systems (13.)^ so 
ergiebt sich, mit Rficksicht auf (16.): 

(17.) ^ = 111, 

Wenn man in den Gleichungen (8.) und (9.) , durch welche die Gröfsen :i 
bestimmt sind, die Gröfsen a in die entsprechenden Gröfsen b fibergehen läfst, 
wodurch die Gröfsen b in die Gröfsen »itn-f n6 und R in m^R fibergehen, 
so werden die Gleichungen erfallt, wenn man ffir die Gröfsen n die ent- 
sprechenden Gröfsen m^p — nq setzt. Daraus folgt: 

(18.) Dafs durch die Änderung der Gröfsen a in die entsprechenden 
Gröfsen b, die Gröfsen b in die entsprechenden Gröfsen ma -f nb, 
die Gröfsen n in die entsprechenden Gröfsen tn^p — nq^ die 
Gröfsen p in die entsprechenden Gröfsen mn, ferner R in m'R, 
u in V und v in w ^^ mu -{- nv übergehen. 
Wenn man eine Function U aus der beliebig gegebenen Function u 
vierten Grades und ihrer Determinante v in der Art zusammensetzt, dafs 

(19.) ü =- d.u-^d.v 

ist, wo d und ^ beliebige Constanlen bedeuten, so hat die Determinante V 
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dieser Function die merkwürdige Eigenschaft, /dafs sie von derselben Form 
wie 17 ist. 

Denn erwägt num, da£s die Ausdrücke ^2(^1 und X1U2 verschwinden 
und die Ausdrücke XiUi und X2U2 den Werth 4mRd annehmen, wenn man q^^i 
für xixi setzt, und verfindert man in den Gleichungen (3.) die Buchstaben 
II in 17 und v in V: so ist aus diesen geänderten Gleichungen zu ersehen, 
dafs auch die Ausdrücke 0^2 Fi und otiFs verschwinden, während die Aus- 
drücke XiVi und 0^2 F2 gleiche Werthe annehmen, wenn man g^^ für x^xi setzt; 
woraus sich mit Rücksicht auf (14.) Folgendes ergiebt: 

(20.) Die Detertninante V der Function d.Ü-^d.V ist von der Form 

V = D.U'\^J.v. 

Um D und J zu bestimmen, bemerke ich, dafs u den Werth 2R an- 
nimmt, und V verschwindet, wenn man n^^i für die Producte x^a^ setzt, und 
dafs V den Werth 2R annimmt und u verschwindet, wenn man p^^x für aflxl 
setzt. Bezeichnet man nun durch F„ und F^ die Ausdrücke, in welche F 
übergeht, wenn man n^^ oder p^^i für die Producte xlxi setzt, 30 erhält 
man aus (20.): 

(21.) F„ = 2RDi Fp = 2RJ. 

Durch diese Gleichungen werden zwar die Gröfsen D und J als homogene 
Functionen zweiten Grades in Rücksicht auf d und d bestimmt, allein die 
folgende directe Bestimmung dieser Functionen gewährt noch einfachere Re- 
sultate. Ich bemerke noch, dals die Coefficientefn von 9^ in den Functionen 
D und J respective m und n sind, weil füri/ = und J = l, F=iitti-f ^t? 
wird, und dafs die Cofifficienten von d^ in den Functionen D und J respective 
und 1 sind, weil für tf = 0, F=t; wird. 

Wenn man die Determinante v der in (4.) gegebenen Function u bildet, 
so wird man für die Cofifficienten b der Determinante v folgende Werthe 
erhalten : 

b^ — i2\a^ih2 — äU)^ 

2.bn = i2\a^a^ — ihxan)^ 
(22.) ^6.*22 = 12»(ii4üfloi + 2031^15 -3^), 

2.*i3 = 12*(Äo*a3i— «13^)9 

Bildet man hierauf die Determinante F und setzt die Coöfficienten xl und x* 
auf beiden Seiten der Gleichong (20.) einander gleich, so erhält man die 
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beiden CHeichangen 

12» {(40«»+ <y*«)(Aia+iyA«) -(*!«+ <>*„)») = Da^+Jb^, 

aus welchen sich folgende Werthe von D und J nnd m nnd n, welches die 
Cofiffidenten von S' in D ond J sind, ergeben: 

D= —2ndd-\-m^, 

(231 ,^=+^-\-n^^ 

o» = 3.12»{aaab»a«o+2aua„i%j — <4--flU<4 — ««ü«u}> 
n =5= -f- 12* {4013^1— 3<4—«ua«,}. 

Setzt man der KOrze wegen: 

(24.) V = dJ — dJ = iT+SniW"— «kP, 

so lassen sich die Gröfsen D und d durch die partiellen Differentialquotienten 
vonV wie folgt ausdrücken: 

^ *aa ' "^ ^* örf 

Die Determinante von ti^ = iiitf4-n>' wird nach dem Vorhergehenden gleich 
— fi^m .U'\-{9ii^ -\'r?)v. Dieselbe wird aher auch aus tr = iiiti^iir gefunden, 
wenn man die Gröfsen a in die entsprechenden Gröfsen b verändert; wo- 
durch u in V und v in mU'\'nv ühergeht. Wenn nun durch diese Änderung 
m in w! und n in n' abergeht, so geht u in mn!u-\-{w!'\-nn!)v Ober. Es 
ist daher 

— n^m = null und fn*4"^* = w!'\-nfi!, 

woraus 

m' = m'4-2n'; n' = — n' folgt. 

(35.) Wenn also die Gröfsen a in die entsprechenden Gröfsen h über-- 
gehen f so geht m in n^-\-2t(? und (— n) in {—nf über. 

%. 2. 

Die Transformation der gegebenen Function ti = 1140^1 -f^^i^ ^2 
-f 60220^1 0^2 -^4ffl3a^x2?^-fao(a?2 (4.) durch Substitutionen von der Form 

in die Form 

(27.) u = ^yi+6cy;/2 + Äyl 

erfordert die Bestimmung von 7 unbekannten Gröfsen a, ß, a\ ß>, A, B, C. 



252 ^9* He§$e, Transformation homogener Functionen 4ien Grades. 

Sobstituirt man die Werthe von x^ und x^ nnd (26.) in die gegebene Funcüon u, 
welche den Theil links der Gleichung (27.) bildet und setzt auf beiden Seilen 
dieser Gleichung die Coöfficienten gleicher Potenzen und Producte der Yariabeln 
einander gleich, so erhfiU man nur 5 Gleichungen; welches beweiset, dafs man 
zweien von den zu bestimmenden Unbekannten beliebige Werthe geben, z. B. 
a' = /?' = 1 setzen kann. Von diesen 5 Gleichungen fahre ich nur die 3 an, 
welche die Werthe von A, B, C bestimmen, nemlich: 

Ä = (u)„, B = {u)ß, 
(28.) \\2C =: aa (Un)ß -f 2aa' (flu)/? + «'«' («22)/» 

^0 (ii)a, (tiiOa? •••9 (t^)/?) {^n)ß^ ... die Ausdrücke bedeuten, in welche ti^ tin , . . . 
Obergehen, wenn man in ihnen statt J?i:r2 entweder aa! oder ßß' setzt. Die 
beiden andern Gleichungen , welche die Verhältnisse a : a! und ß : ßf bestim- 
men, werde ich durch andere Äquivalente Gleichungen ersetzen. 

Betrachtet man u als eine Function der Variabein y^, y^^ bezeichnet die 
Determinante -^-t^-t — (^ — !5 — ) derselben durch r' und setzt die Determi- 
nante aß' — a'ß==r, so ist die Determinante: 

(29.) V = ^v'. 

Diese Gleichung findet man in diesem Journal (Bd. 28. S. 89) hergeleitet. 
Die Determinante v' ist nun 

Wenn man diesen Werth in (29.) setzt, so wird 

Multiplicirt man diese Gleichung mit (Ts= jo«/^^— 9r«P ^'® Gleichung (27.) mit 
(AuJ^gri) ^^^ addirt beide Gleichungen, so erhält man 

(30.) d.fi-f ^.r = gylyi- 

Diese Gleichung beweiset, dafs sich jede geffehene homogene Function 
vierten Grades von zwei Variabein, und ihre Determinante, mit eolcken 
Constanten multiplidren läfst, dafs die Summe ein vollständiges Qua-- 
drat wird. 



rf=~ ^^ 
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Um die ConsUnten d und d, oder vielmehr ihr Verlifiltnifs , worauf 
es liier ankommt, zu bestimmen, bemerke ich, dafs, da V =^d.U'\-d.v ein voll- 
ständiges Quadrat ist, dieselben Werthe der Variabein ;r,, x^^ welche 17 ver- 
schwinden machen, auch die partiellen Differentialquotienten Ui, U^ dieser 
Function werden verschwinden machen. Aus den Gleichungen (2.) ist aber 
zu ersehen, dafs fQr die Werthe der Variabein ^r^, ^r,, fflr welche die par- 
tiellen Differentialquotienten Ui und U2 der Function u verschwinden, auch die 
Determinante verschwindet. Mithin verschwindet für die Werthe der Varia- 
bein, fflr welche ü verschwindet, auch die Determinante F = />fi -f z/c? dieser 
Function. Nun ist aber, wie aus (26.) erhellet, y^ = l, y2 = fflr jpi = a, 
Xi^=a\ und ^^ = 0, y2=l für x^=iß, X2 = ß'* Es verschwindet also 
nach (30.) U=^ d.u-\-d.v fflr diese beiden Werthenpaare, und eben so die 
Determinante V = Du -[- Jv dieser Function. Diese Werthenpaare genflgen 
also den beiden Gleichungen 

(31.) d.u^d.v = und Du^Jv = 0. 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen u und v und setzt der Kürze wegen, 
wie in dem vorigen Paragraphen, V='d.J-^(f.J, so erhalt man, mitRflck- 
sicht auf (24.) , zur Bestimmung des Verhältnisses d: d die cubische Gleichung 

(32.) V = d^^^ndd^-mS" = 0. 

Diese Gleichung beweiset : dafs sich jede beliebige Function vierten Grades 
von zwei Variabein, und ihre Determinante , auf drei verschiedene Arten 
mit solchen Constanten muttipKciren täfst^ dafs ihre Summe jedesmal ein 
vollständiges Quadrat wird. 

Wenn man nun ein Werthenpaar d und (f bestimmt hat, welches der cubi- 
sehen Gleichung (32.) genflgt, und man setzt dieses für d und (f in eine der 
Gleichungen (31.), z. B. in die erste, so werden die beiden Werthenpaare von 
o^j, 0^2, welche dieser ersten Gleichung genflgen, die gesuchten Werthe von 
aa' und ßß' sein. Da aber in diese Gleichung nur das VerhAltnifs von Xi 
zu X2 eingeht, so wird man von diesen Variabein die eine, z. B. 0^2, und 
eben so die Unbekannten a' und ß', gleich 1 setzen können; worauf sich die 
beiden andern a und ß als die ungleichen Wurzeln der nach Xj, biquadratischen 
Gleichung darstellen, welche zwei Paare gleicher Wurzeln enthalt. Hat man 
aber durch Auflösung dieser Gleichung die CoSfEcienfen der Substitutionen (26.) 
gefunden, so geben die Gleichungen (28.) die Werthe der Coöfficienten A^ 
B, C in der transformirten Function (27.). 
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Die Verhältnisse a:af und ß:ß' sind nach dem Vorhergehenden als 
die ungleichen V^nrzeln einer der biquadratischen Gleichungen (31.) bezeichnet. 
Es ist aber wichtig, statt dieser eine quadratische Gleichung zu bilden^ deren 
Wurzeln die ungleichen V^urzeln der biquadratiseben Gleichung (31.) sind. 
Zu diesem Zwecke differentiire ich die durch die Substilutionen (36.) iden- 
tische Gleichung (30.) 

rf.ii+tf.t? = pyiyi 

zweimal partiell nach j?i, was 

giebt, oder, wenn man aß' — a'ß = r setzt: 

f 

Ich nehme nun an, es sei in dieser identischen Glisichung, sowohl rechts als 
links, aa' oder ßß' statt j^iJTs gesetzt. Unter dieser Hypothese verschwindet 
das Product yiyi und es bleibt die Gleichung richtig, wenn man das Glied 
— 4a'/3yiy2 in +2a'/3Viy2 verändert. Durch diese Änderung geht aber die 
Gleichung in 

Ober, oder, wenn man für /SVa+^Vi seinen Werth x, setzt, in: 



Dieses ist die gesuchte quadratische Gleichung, deren Wurzeln die un« 
gleichen Wnrzeln der biquadratischen Gleichung (31.) sind. Ich fflhre fol- 
gende drei Formen dieser quadratischen Gleichung an: 

d.Ua+^.Vn—'prxl = 0, 



(33.) {rf.«i2 + ^-t^i2+-r^i^2= 0, 
d.Un+^.v^-^xl = 0. 

r 

Die zweite und dritte Gleichung erhfilt man durch einen ähnlichen Calcul, wenn 
man, statt die identische Gleichung (30.) zweimal nach Xi zu differentiiren, 
sie nach Xi und or,, oder zweimal nach X2 differentiirt. Die dritte Gleichung 
erhält man aber auch unmittelbar aus der ersten, wenn man Xi mit X2 ver-- 
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lauscht, und die zweite aus einer angemessenen Gombination der ersten und 
dritten Gleichung mit der Gleichung (31.)- 

Um diese drei Gleichungen in eine von der allgemeinsten Form xu ver- 
einigen, bezeichne ich mit pi und p^ zwei beliebige Gröfsen, multipliclre die 
drei Gleichungen der Reihe nach mit p\^ ^Pip%^ p\ und addire die Producte. 
Dies giebt die Gleichung 

(34.) d {ti^y, -{ 2ur2PiP2 + y^iPl) 

welche sich auch, wenn man mit (tfu), (tija), . • . (t^}), (Vn)^ ... die Aus- 
drücke bezeichnet, in welche tin, ti^, ... Obergehen, wenn man darin statt 
X|, X, die beliebigen Gröfsen pi^ p^ setzt, so darstellen läfst: 

(35.) rf{{lln)a:l-f 2(tl|,)^i^2 + («2a)a^} 
'\-^{{v^,)x\^]^%{Vn)x^X^'\'{Vr,)x\}'^^{X^p^^X^Pl^^ = 0. 

Es bleibt nun noch fibrig, den Wertb von -7, welche Gröfse in den 

vorhergehenden Gleichungen vorkommt, zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
erinnere man sich, dafs die angegebenen quadratischen Gleichungen dieselben 
Wurzeln haben, welche die biquadratischen Gleichungen (31.) doppelt ent- 
halten. Aus diesem Umstände läfst sich schliefsen, dafs die quadratischen 
Gleichungen, z. B. die erste Gleichung (33.)« quadrirt, in die biquadra tische 
Gleichung, abgesehen von einem constanten Factor a, fibergehen mufs, oder, 
dafs folgende identische Gleichung Statt findet: 

Setzt man die CoSfücienten von x\ zu beiden Seiten dieser Gleichung ein- 
ander gleich, so erhfllt man 

Durch Gleichsetzung der Coäfficienten von XiO^ zu beiden Seiten der Glei- 
chung erhalt man eine Gleichung, aus welcher sich, wenn man den gefundenen 

Wertb von a subsütuirt, folgender Wertb von r ergiebt: 



Um den Zähler dieses Ausdrucks zu transformiren , nehme ich die zweite 

Grelle^ Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 3. 34 
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Gleichung (32.) ? nemlich 

*31 == -y-(fl«J«13 — «31««) 

zu Hfilfe. Diese Gleichung geht in 

über, wenn man die Gröfsen a in die entsprechenden Gröfsen da'\'db aber- 
gehen Ififst; durch welche Anordnung u in du-\-dv und v in Du'\-Jv Ober- 
geht. Es ist daher: 

_ 2r _ I>a„4-Ai 

Da aber nach (32.) -j- = -^ ist, so nimmt der gesuchte Werlh von ^ 

die einfache Gestalt 

(36.) -^ = i.jf an. 

Ich werde nun noch ein Paar Formeln ableiten, welche in der vor- 
liegenden Untersuchung eine Anwendung finden. 

In der identischen Gleichung (30.) hatten die Coöfficienten d und (f 
die Bedeutung: 

^ _ Cq ^ r*g 

Wenn man die zweite Gleichung in die erste dividirt, so erhält man 

4- = - 12^ 



d 102 ^ 



und wenn man den Werth von r = aß' — a!ß substituirt, 

{^Ö7.) C — j^ y 

Dieser Werth von C hat eine einfachere Gestalt, als der in (28.). Ferner 
erhalt man aus der zweiten der eben angegebenen Gleichungen, wenn man 
den Werth von () aus (36.) substituirt: 

(38.) AB-9C' = - <^!l^L^. 

Diese Untersuchung beweiset folgende Auflosungsmethode des behan- 
delten Problems: 

9 Man bestimme durch Auflösung der cubischen Gleichung (32.) ein 
,,Werthenpaar d und d, welches dieser Gleichung genflgl, setze dasselbe 
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„und den Werth von ^""^^"X ®"^ (26) in eine der quadratiscben 

„Gleichungen (33.) und suche zwei Werthenpaare aa! und ßß\ den Wur- 
„zeln der quadratischen Gleichung entsprechend, welche der Gleichung 
„genOgen. Diese sind dann die CoäfGcienten der Substitutionen (26.)^ 
„durch welche die gegebene Function n in 

(39.) « = («),yl- ^f5^^\-^y?y^ + («),3i 

„transformirt wird/' 

Jeder Wurzel der cubischen Gleichung (32.) entspricht eine andere Trans- 
formation der gegebenen Function. 

§. 3. 
Mit der Transformation der homogenen Functionen vierten Grades, von 
den beiden Variabein x^^ X2^ steht die Auflösung der allgemeinen biquadrati- 

sehen Gleichungen in der engsten Verbindung. Setzt man nämlich — ^ -= Jt 



^t 



and ~^= F^ so geht die allgemeine biquadratische Gleichung 

(40.) -^ = «4.,ZH4a,.2:H6««Jr*+4tfuJ:-[-ao. == 
durch die Substitution 

in die nach F^ quadratische Gleichung 

(42.) JF*+6CFHÖ = 

über. Es seien nun F^ = V und F^ = fi^ die beiden Wurzeln dieser 
quadratischen Gleichung, also Y = ±X und Y=±fi die vier Wurzeln 
der Gleichung (42.). Setzt man diese Werthe von F in (41.) und be- 
zeichnet die Wurzeln der biquadratischen Gleichung (40.) durch JTi, JC^^ 
^3, AT«, so erhält man fOr die Werthe der Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung (40.) : 

Wenn man der Kürze wegen -^^^ a und -^ = & setzt, so erhält man durch 

Elimination von X und ,u aus den Gleichungen (43.) folgende Relationen 

34» 
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zwischen den Wurzeln X der biquadratischen Gleichung C^O.) und der Wur- 
zeln -^ = a> -^ = 6 der quadratischen Gleichung (33.) : 

'^^•^ \x,X,-\{X,^X,)(aJ^h)-\^ab = 0. 

Die Ausdrücke (43.) der Wurzeln der biquadratischen Gleichung (40.) 
haben eine ungewöhnliche Form. Es ist bekannt, dafs sich jeder Wurzel 
einer algebraisch auflösbaren Gleichung eine Form von der Art geben Iflfst, 
dafs die algebraischen Ausdrücke, aus welcher sie zusammengesetzt ist, sich als 
rationale Functionen der Wurzeln der Gleichung darstellen lassen. Es lassen 
sich aber auf keine Weise die Gröfsen aß, wenn man a^ß* etwa = 1 setzt, 
und eben so wenig die Gröfsen i-, fi, rational durch die Wurzeln X aus- 
drflcken. Diese Form der Wurzeln wird man erhalten ^ wenn man gleichmfifsig 

alle drei Wurzeln der cubischen Gleichung (32.) in die Rechnung einfOhrt. 

gi gi gi 
Ich werde durch y^, t^^ t^ die drei Wurzeln der cubischen Glei- 
chung (32.) bezeichnen, und die diesen entsprechenden Wurzeln — ^ der qua- 

dratischen Gleichung (33.) durch a^^i, o,^, a^b^. Die Gleichungen (44.) 
geben dann : 

r45i )^i^a-i(^i+^)(«H-*i)+fl,*i = 0, 

Durch Verlauschung der Wurzeln X^ und X^ erhfilt man aus diesen beiden 
Gleichungen : 

.ß kX,X,-l{X,-i^X,){a^^b^)-\-a^b, = 0, 

^^""'^ \x,X,-\(,X,-{X,){iH\-b,)^a,b, = 0, 
und durch Vertauschung der Wurzeln Xi und X^ in (45.): 

'^^'•^ yx^x^-- *(^+i;)(ii3+*3)+«s*i = 0. 

Aus je zwei dieser drei Systeme von Gleichungen geht eine Gleichung fol- 
genden Systems heryor: 

a,*,-i(ai + ft,)(a, + ft,)f <it*i = 0, 

Wenn man die drei Gleichungen, welche sich aus der quadratischen 
Gleichung (33.) finden , indem man nach einander statt y die Wurzeln der 
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cabischen Gleichung (32.) seist, mit einander mnitiplioirt, so erhftit man eine 
Gleichung 6ten Grades, deren Coöfficienten symmetrische Fanctionen der Wur- 
zeln der cubischen Gleichung (32.) enthalten. Drflckt man diese durch die 
Coöfficienten der cubischen Gleichung aus, so werden die Coöfficienten in der 
Gleichung 6ten Grades zu rationalen Functionen der Gröfsen a^x. Diese 
Gleichung, zwischen deren Wurzeln a, b die Relationen (48.) Statt finden, 
l&bt sich nun umgekehrt mit Hälfe der cubischen Gleichungen (32.) in drei 
quadratische Gleichungen zerlegen, und ist also algebraisch auflösbar in Rück- 
sicht auf die Gröflsen a^i. In dem folgenden Paragraphen werde ich die eben 
gemachte Bemerkung dahin erweitern, dafs ich beweisen werde, wie jede 
Gleichung 6ten Grades aufgelöset werden kann, wenn zwischen den Wurzeln 
derselben die Relationen (48.) Statt finden. 

Addirt man die beiden Gleichungen (45.) und setzt ftir die Summe 

4a 

X^'\-Xi'\'X^\-X^ ihren Werth ^, so erhfilt man 

X,X^\X,X,^2^ «..(a,-i.*,)-i-««,a.6. . 

Es haben aber ai-\'bt und üiby folgende, aus der ersten von den Gleichun- 
gen (33.) entnommene Werthe: 



a,-f fti = —2 



7^«it+*ti 



X 



y-«40+*40 



Setzt man diese Werthe in die vorhergehende Gleichung, so kann man der- 
selben, mit Beriicksichtigung der Gleichungen (36., 23. und 32.)« folgende Ge- 
stalt geben: 

A{X,X^^X,X:) = i i -3 , 

oder die noch einfachere: 

(49.) A{X,Xr^X,X,) = _g-l-[<._6.12.a„}. 
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Diese Gleichung beweiset, dafs sich die Wurzeln der cubischen Gleichung (32.) 
rational durch die Wurzeln der biquadratischen Gleichung (40.) ausdrücken lassen. 
Addirt man zu der Gleichung (49.) die beiden Gleichungen 

-2-rX.X, = -12-^, 
SO erhalt man: 

woraus durch Wurzel - Ausziehung 

hervorgebt. Man hat nun folgende vier Gleichnngen: 



Xi-\- Xi-\- Xi-\- x^ 



«4. ' 



(50.) 



x,^x,-x,-x, = _L-y(_(^ «,,+*..)) 



X,-X,-X,JtX, = ^y(_(Aa«,+6„)). 

von denen die beiden letzten durch Yertauschung der Wurzeln aus den ihnen 
vorhergehenden gefunden werden. 

Von den Vorzeichen der Quadratwurzeln in den Gleichungen (50.) 
bestimmen immer zwei das dritte. Denn multiplicirt man die drei letzten 
Gleichungen (50.) mit einander, so wird der Theil links der resultirenden 
Gleichung eine symmetrische Function der Wurzeln der biquadratischen Glei- 
chung (40.) sein. Drückt man diese durch die Coef&cienten der biquadratiscben 

• 

Gleichung aus. so kann man der genannten Gleichung die einfache Gestalt 

(51.) 12(ffj,**, — a4ü*j,) = 

i/(- (f «*.+ M)y'(- (#•«•.+**.)) ]/(- (f ««u-f K)) 

1*3 

geben. Hat man nun Sorge getragen, den drei Quadratwurzeln solche Vor- 
zeichen zu geben, dafs der Gleichung (51.) genflgt wird, so erhält man die 
Wurzeln der biquadratischen Gleichung (40.) durch Addition und Subtraction 
der Gleichungen (50.). 
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Ich will noch darauf aufmerksam machen, dafs die cubische Glei- 
chung (32.)^ auf welche in dem Vorhergehenden die Auflösung der biqua- 
dratischen Gleichung (40.) zurfickgefflhrt worden ist, gerade die Form hat, 
dafs sich die Cardanische Regel zum Ausdruck ihrer Wurzeln ohne Wäteres 
anwenden lafst. Setzt man 

041=1, fl3i=:0, 6at2==^p, 4an = y, <^^=r, 
wodurch die biquadratische Gleichung (40.) in 

fibergeht, in welcher Form man die biquadratischen Gleichungen zu behandeln 
pflegt, so erhalt man aus der cubischen Gleichung (32.) die sogenannte redu- 
cirte Gleichung 

x^'\^2pz^^(p^ — 4r)z — f = 

durch die Substitution 



— (-j-««i-H*«») = 36e. 



8- 4. 
Man kann sagen, dafs eine Gleichung nten Grades n durch die Gleichung 
bestimmte Funde einer geraden Linie darstelle, wenn man die n Wurzeln der 
Gleichung als die Abscissen auf der geraden Linie von einem beliebig ge- 
wählten Anfangspuncte der geraden Linie betrachtet und unter den n Puncten 
die Endpuncte dieser Abscissen versteht. Dieses vorausgesetzt, wird die 
biquadratische Gleichung (40.) vier Puncte in der geraden Linie darstellen, 
welche ich, wie die Wurzeln der Gleichungen, mit den Buchstaben JT^, ^, 
JlTj, X^ bezeichnen werde. Eben so stellt die Gleichung (33.) , wenn man in 
derselben den Gröfsen d und (f die Werthe d^ und di giebt, zwei Puncte 
Hl und bi auf derselben geraden Linie vor. Die erste Gleichung (45.) ist, 
wie bekannt, die Bedingung, welche die Punctenpaare X^^ X^ und ai, bi zu 
erfflllen haben, wenn sie harmonisch sein sollen. Demnach werden die Glei- 
chungen (45.) dasjenige Punctenpaar Hi, bi bestimmen, welches sowohl mit 
dem Punctenpaare X|, X^ harmonisch ist, als mit dem Punctenpaare X^^ X^. 
Auf gleiche Weise bestimmen die Gleichungen (46.) dasjenige Punctenpaar 
02, 62, welches harmonisch ist zu den Punctenpaaren JTi, X3 und JT,, J[^. 
Endlich bestimmen die. Gleichungen (48.) das zu den Punctenpaaren Xi , X^ 
und ^2) X^ harmonische Punctenpaar 1I3, 63. Die so bestimmten Puncten- 
paare sind unter einander harmonisch; wie es die Gleichungen (48.) beweisen. 
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Man hat also folgenden Lehrsals: 

f9Venn vier Punete auf einor geraden Linie gegeben sind^ so giebt 

ee drei Punctenpaare , deren jedee harmonisch ist, zu einem Paare^ 

wie zu dem andern Paare der vier gegebenen Puncto. Diese drei 

Punctenpaare sind unter einander selbst harmonisch. 

Die Abscissen irgend eines von diesen drei Punctenpaaren a, b sind die Coef- 

ficienten a, ß \n den Substitutionen (41.)) wenn man ix'=:/3'=l setzt. 

Ich werde nun noch kurz angeben, wie sich die Punete a und b con- 
struiren lassen. Zu diesem Ende lege ich durch die von der biqnadratischea 
Gleichung (40.) gegebenen vier Punete der Abscissenaxe vier gerade Linien, 
welche ein Viereck bilden werden. Durch die Ecken dieses Vierecks lege 
ich die beiden Kegelschnitte, welche zugleich die Abscissenaxe berflhren. Die 
Berdhrungspuncte werden dann das gesuchte Punctenpaar a, b sein. Erw&gt 
man aber, dafs die vier geraden Linien, welche durch die von der biquadra- 
tischen Gleichung gegebenen Punete gelegt werden , drei verschiedene Vierecke 
bilden, so wird man auf die angedeutete Weise auch drei Punctenpaare a, b 
erhalten. Diese drei Punctenpaare werden durch eine Gleichung 6ten Grades 
bestimmt, welche, wie wir oben bemerkt haben, algebraisch lOsbar ist 

Ich werde nun auch unabhängig von der vorhergehenden Untersuchung 
beweisen : dafs jede gegebene Gleichung 6ten Grades atgebrmsch auf lös - 
har ist, wenn zwischen den Wurzeln fij6|, ir?^}, a^b^ die Gleichun- 
gen (48.) Statt finden. 

In der That: setzt man 

«1*1 - + *', 0,4, = + *", ayb, = +b"\ 
so stellen sich die Gleichungen (48.) wie folgt dar: 

l*" -io'V-h*"' = 0, 

(o.) ft'"-ia"V-j *' = 0, 

(y —^a'a'' +6" = 0, 

mit deren Hülfe nun die gegebene Gleichung 6ten Grades in folgende drei 
Gleichungen. zerfallen wird: 

[x^^a'x -f*' = 0, 
C*.) \x'4'a"x-\-V' == 0, 
j:*|a'"ar + r' = 0, 
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deren Product die gegebene Gleichung 

(c.) a?*-f C5a7*-f ^4^*+^3^'l" ••• Co = 
selbst ist. Denn setzt man die Coöfficienten der Yariabeln in dem aus den 
Gleicbungen (6.) gebildeten Prodoct den Cofifficienten der Variabein in (c.) 
einander gleich, so erhalt man: 

C5 = a' -f- a" + «'", 

und mit Berücksichtigung der Gleichungen (a.): 

C5 = 11' + a" + a'", 

Die CoöfGcienten £i in den Gleichungen (6.) sind demnach die Wurzeln der 
cubischen Gleichung: 

f — Csf + ic,y-ic, = 0. 

Wenn diese Wurzeln gefunden sind, so ergeben sich die Coöfficienten b in 
den Gleichungen (6.) aus den Gleichungen (a.). 

Königsberg im Januar 1849. 
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17. 

Algebraische Auflösung derjenigen Gleichungen 

6ten Grades ^ zwischen deren Wurzeln oßi^ jfi^ 

^29^29 ^39 .Vs di^ Bedingungsgleichung 

(^1— y2)(^2— r3)(^3— yi)+(ri— ^2)(y2 — ^3)(y3 — ^j) = 

Statt findet. 

(Von Herrn Otto Hesse, Professor an der Universität zu Königsberg.) 



V iele Probleaie der Geometrie führen in letster Instanz auf Gleichun- 
gen, welche algebraisch auflösbar sind. Zwei Beispiele dieser Arl,* eine Glei- 
chung vom 9ten und eine vom 6ten Grade, habe ich in diesem Journale (Bd. 34. 
S. 193) und in diesem Bande (S. 243) behandelt. Das Problem der Kreis- 
schnitle einer Oberflache zweiter Ordnung, welches analytisch darauf beruht.» 
einen Factor k so zu bestimmen, dafs die aus einer gegebenen homogenen 
Function zweiten Grades von den drei Variabein x, y, z und dem Ausdrucke 
;i(j:^-['y'~]'^^) zusammengesetzte Summe in zwei lineare Factoren zerfällt, 
fährt ebenfalls, wenn man das Verhaltnifs der Cogfficienten in einer der lineare 
Factoren als die gesuchte Unbekannte betrachtet, auf eine Gleichung 6ten 
Grades, welche algebraisch auflösbar ist. Wenn man auf den innern Grund 
der Auflösbarkeit der genannten Gleichung zurflckgeht, so wird man ihn darin 
finden, dafs zwischen den Wurzeln o^^, y^, ^r.^, y2 9 ^3^ ys der Gleichung die 
Bedingungsgleichung 

(1.) G^i— y2)(j?2— y3)(^3— yi)+(yi — ^2)(y2 — ^•3)(y3 — A) =■ o 

Statt findet. Ich werde in dem hier Folgenden beweisen, dafs jede gegebene 
Gleichung 6ten Grades algebraisch auflösbar ist, wenn zwischen ihren Wurzeln 
die angegebene Bedingungsgleichung Statt findet. 
Wenn man der Kfirze wegen: 

^i + yi=«l, ^2+y2=fl2, J^3 + y3=^«37 
a^iyi =*!• ^2y2 =*2. ^3y3 =*3 

setzt, so Ififst sich die Gleichung (1.) auch so darstellen: 

(2.) Oifta — «2*1 + «2*3 — «3*2 4-03*1 — ^J*3 = 0. 
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Der Tbeii links dieser Gleichung ist die aus den Gröfser 

gebildete Determinante Es lassen sich daher zwei Gröfsen Ä und B so be- 
stimmen, dafs sie folgenden drei Gleichungen genügen:. 

iB^Aa,^b, = 0, 
(3.) }^B^A(h\-h = 0, 

/Ä-f ^a3-f*3 = 0; 
aus welchen durch Elimination von A und B wiederum die Gleichung (2.) 
hervorgeht. Die Auflösung der beiden letzten Gleichungen giebt 

«t — «3 ' «8— «8 ' 

welche Werthe von A und nach (3.) ungeändert bleiben, wenn man die 
Indices 1, 2, 3 beliebig mit einander vertauscht. Aus diesen Werthen bilde 
Ich folgenden, in z quadratischen Ausdruck: 

(4.) Z = z\-\'2Az-\-B; 

welcher durch die genannte Änderung eben so wenig seinen Werth ändert. 

Ich werde nun zeigen, wie diese in z quadratische Function sich durch 
die GoöfGcienten der gegebenen Gleichung rational ausdrOcken läfst. 

Wenn man den Ausdruck Z, welcher eine rationale Function der 
Wurzeln x^^ y^^ a^s, y^ ist, durch 

f\^%t Yl'i ^39 Yz) 

bezeichnet und 

(5.) Z^=t{x^,y^^x^,y^)\ Z^=f{x^^y^^ x^,yi)\ Z^=f{x^,y^, x^^y^) 
setzt, so sind die Ausdrücke Z,, Z2, Z3 zwar von einander verschieden, 
aber vermöge der Gleichung (1.) ihrem Werthe nach gleich Z. Ich setze 
nun in dem Ausdrucke Z^ fOr x^^ y2^ x^^ y^ die 15 Combinationen der 
6 Wurzeln der gegebenen Gleichung zur 4ten Classe und permutire flberdies 
noch die vier Wurzeln in jeder Combination auf jede mögliche Art. Dadurch 
entstehen 15*24 Ausdrücke. Unter diesen Ausdrücken werden mehrere gleiche 
vorkommen. Denn es sei einer derselben: 

(6.) C; = /'(a-x, Xi, x^^ xs). 
Da dieser Ausdruck so beschaffen ist, dafs er sich nidit Ändert, wenn man 
Xi mit /i oder Xr^ mit x^ vertauscht, oder wenn man Xi mit X2 und zu 

35* 
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gleicher Zeit /i mit x^ vertauscht , so wird er unter den 15*24 Ausdrücken 
8 mal vorkommen. Dasselbe gilt von jedem der drei Ausdrücke Z. Die 
Anzahl der verschiedenen Ausdrücke 

Äi, £f2^ Zj, Ci, t/o, . . . C„ 

15 24 
beträgt demnach — ^ — ; woraus folgt, dafs 11 = 42 ist. 

Durch jede beliebige Permutation der 6 Wurzeln der gegebenen Glei- 
chung in der angegebenen Reihe der 45 Ausdrücke gehen nun die einen in 
die andern über, so dafs eine neue Reihenfolge eben derselben 45 Ausdrücke 
hervorgeht. Es ist daher folgende homogene ganze Function der Variabein 
OL und ß von der 45ten Ordnung: 

(7.) F(a, ß) = {a-ßZ,)(a-ßZ,)(a-ßZ,Xa-ßC,){a-ßC,) . . . (a-ßC^) 

eine symmetrische Function der 6 Wurzeln der gegebenen Gleichung und kann 
daher durch die Co&fficienten der gegebenen Gleichung rational ausgedrückt 
werden. Ist dies geschehen, so hat die nunmehr in den CoSfficienten der 
gegebenen Gleichung rationale Gleichung 

(8.) F(a, ß) = 0, 

wenn man -7 als die Unbekannte betrachtet, 45 Wurzeln, von denen die 

P 

drei Wurzeln Zx, Z2, Z, gleich Z, die übrigen aber sümmtlich verschie- 
den sind. 

Wenn man erwägt, dafs jede der folgenden Gleichungen vom 43ten Grade 

d^i(Pti£> — n §lEi^ — a 8'F(a, ß) _ 

erfüllt wird, wenn man a = Z und ß = t setzt, so giebt das Sylvesterache 
Eliminationsverfahren ein Mittel, diesen Werth von a:=szZ aus zwei von 
den angebenen Gleichungen, z. B. aus den beiden ersten, zu ermittteln. Dieses 
beeteht darin, dafs man unter der Voraussetzung /? = 1 die Gleichungen 

yF(a, ß) _^ d'P(a, ß) _ 

da" ~^' dadß ~^' 

^ d'F{a,ß) _^ , d'F(a,ß) _^ 



s^ d'Fja, ß) ^ « d^F{a, ß)_^ 
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bildet) in diesen Gleichungen die Glieder nach Polensen von a ordnet und, 
indem man eine beliebige Gleichung ausschliefst, aus den übrigen die 85 ver- 
schiedenen Potenzen von a, so wie die Unbekannten , aus linearen Gleichungen 
berechnet. Auf diese Weise stellt sich der Werth von a^=iZ als ein ra- 
tionaler Bruch dar, dessen Zähler und Nenner ganze Functionen von 2 sind; 
und zv^ar wird der Grad des Zählers den des Nenners um zwei Einheiten 
abersteigen. Dividirt man den Nenner in den Zähler, so erhält man eine 
ganze Function zweiten Grades, in Beziehung auf z, und einen echten Bruch. 
Da aber nach (4.) der gesuchte Werth von Z eine ganze Function zweiten 
Grades ist, so ist jene ganze Function von z der gesuchte Werth von Z, und 
der echte Bruch roufs mit Rflcksicht auf die Bedingungsgleichung (1.) ver- 
schwinden. Die Coöfficienten von z' und z^ des auf diese Weise gefundenen 
Werths von Z sind rationale Functionen der Cofifficienten der gegebenen 
Gleichung und respective gleich 2A und B in dem Ausdrucke (4.). 

Nachdem ich den in z quadratischen Ausdrnck Z := z'^-\'2AZ'{-B 
durch die GoSfficienten der gegebenen Gleichung rational ausgedrückt habe, 
setze ich denselben =0; was die quadratische Gleichung 

(9.) z*+2J» + Ä = 

giebt. Die Wurzeln Zi^ z^ dieser Gleichung bestimme ich durch Auflösung 
der Gleichung als irrationale Functionen der Coefficienten der gegebenen 
Gleichung. 

Ich setze nun: 

i**"!"""*! Ti ^ 

(10.) {firzh = i iizz^ = r, 
^% — ^i 2 y* — ^t %!^* 

und bilde die in Rflcksicht auf die Wurzeln der gegebenen Gleichung symme- 
trische Function 

(11.) L = ß-iM^-ijii-ijix-t.'Ki-nß-n. 

vom 6ten Grade in X, welche ich durch die CoSfGdenten der gegebenen 
Gleichung und die Wurzein Zi^ z^ rational ausdrücke. In der Entwickelung 
dieses Ausdrucks nach Potenzen von l lasse ich die mit den ungeraden Po- 
tenzen von l multiplicirten Glieder, als verschvnndend durch die Gleichung (1.), 
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aus. Denn es ist, mit Rflcksicht auf die Gleichungen (3.): 

Dadurch ergiebt sich L unter der Form: 

(12.) L = i« + üfA*+M^-f P, 

in welcher M, N^ P rationale Functionen der Coefficienten der gegebenen 
Gleichung und der Wurzeln Zi^ Z2 sind. 

Um nun die 6 Werthe l^^ l', . . . l^^^^ X'*' zu finden, löse ich die in x^ 
cubische Gleichung: 

(13.) x^.\.]ldX^^Nl''-\'P = 

auf und ziehe aus den Wurzeln derselben die 6 Quadratwurzeln. Setzt man 
diese für die Gröfsen X in (10.), so ist nur noch die Auflösung jener linearen 
Gleichungen (10.) nöthig, um die Wurzeln der gegebenen Gleichung als alge- 
braische Ausdrflche der Coöfficienten der gegebenen Gleichung darzustellen. 

Ich fahre hier noch zwei Lehrsätze an, welche sich auf ähnliche Art 
beweisen lassen. 

1. 9 Jede Gleichung achten Grades ist algebraisch auflösbar, wenn 
^zwischen je drei Wurzelpaaren o?!,/!, •r2,X2 9 ^39X39 ^49X4 die Bedingungs- 
„gleichung 

{^n—yi){^i—r^){^^—rn)'\'{rn—xx){yx—x;){y^—x^) = o 

^Statt findet.'' 

2. „Jede Gleichung 2nten Grades ist algebraisch auf eine Gleichung 
„nten Grades reducirbar, wenn je drei Wurzelpaare ^r^, yi, ^2,^2, • . . o:», x„ 
„der Gleichung der angegebenen Bedingungsgleichung genOgen."' 

Die Bedingungsgleichung drückt geometrisch aus, dafs die durch die 
drei Wurzelpaare dargestellten Puncto einer geraden Linie sich in /iit>o/ti- 
tion befinden.'' 

Königsberg im Februar 1849. 
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18. 

Eine Bemerkung zum Pascahehen Theorenu 

(Von Herrn Otto Hesse, Professor an der Universität zu Königsberg.) 



In seineni grofsen Werke: ^Systematische Entwickeln ngen eic. 1832.^' 
stellt Steiner (S. 311) folgende Theoreme zusammen: 

1. ^Irgend sechs Puncte eines beliebigen Kegelschnitts bestimmen 60 ein- 
geschriebene einfache Sechsecke/' 

2. ^In jedem der letzteren liegen die drei Puncte, in welchen die gegen- 
^aberliegenden Seiten sich schneiden, in einer Geraden G; so dafs also 
^60 solcher Geraden G Statt finden.'' 

3. ,9 Von diesen 60 Geraden gehen drei und drei durch irgend einen 
„Punct P; so dafs also 20 solcher Puncte P entstehen." 

4. Und von diesen 20 Puncten P liegen 15 mal 4 in einer Geraden g; 
„60 dafs jeder in drei solchen Geraden liegt." 

Steiner fOgt hierzu noch die Frage: 

^Welche Beziehungen haben diese 15 Geraden g weiter zu einander?" 

Von diesen Sfitzen ist derjenige No. 4., wiePlücker in der Note zum 
Pascalschen Theorem im 34ten Bande dieses Journals ausdröcklich bemerkt, 
aus seiner Abhandlung vom Jahre 1829 (in diesem Journal Bd. 5. S. 268) in 
das iS^it^rsche Werk äbergegangen. Es ist daher anzunehmen, dafs Steiner 
eine andere Erledigung seiner Frage verlangt, als die erwähnte frflhere Ab- 
handlung von Plücker gewährt. Weder die Note von Plücker, noch die 
andern in diesem Journal enthaltenen Schriften, welche das Pascatsche Theorem 
wieder in Erinnerung bringen, berühren die interessante Steinereche Frage. 
Ich nehme Gelegenheit, dieselbe durch Anführung einiger aus meinen Univer- 
sitfitsvorträgen entnomootenen Sätze zu beantworten. 

5. „Die 15 Geraden y entsprechen den 15 Systemen von drei Geraden, 
„welche sich durch die sechs Puncte des Kegelschnitts legen lassen, in 
„folgender Art: 

„Wenn u = 0^ t? = 0, ii^ = die Gleichungen von drei Geraden 
„bedeuten, welche durch die sechs Puncte des Kegelschnitts hin- 
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»^durchgehen, dessen Gleichung sich bekanntlich auf die Form 

^ti^+ Bv" + Cw" + 2Fvw + 2Gwu + 2flw = 

„zurQckf Ohren läfst, so ist: 

AFu^BGv+CHw = 

,,die Gleichung der Geraden g, welche dem Systeme von drei Ge- 
,,raden ii = 0, t?=:0, u^ = zugehört.'^ 

Die drei Geraden g, welche auf diese Weise den drei geraden Seiten 
eines der 60 Sechsecke, den drei ungeraden Seiten desselben Sechsecks und den 
drei Diagonalen entsprechen, welche die gegenüberliegenden Ecken des Sechs- 
ecks verbinden, schneiden sich in einem und demselben Puncle P. 

Eben so schneiden sich die drei Geraden g, welche dem ersten Paare 
der gegenüberliegenden Seiten des betrachteten Sechsecks und der ersten 
Diagonale (welche das letzte Eckenpaar des Sechsecks verbindet) , dem zweiten 
Paare gegenüberliegender Seiten und der zweiten Diagonale, dem dritten 
Paare gegenüberliegender Seiten und der dritten Diagonale entsprechen, in 
einem und demselben Puncte p, welcher in Rücksicht auf den Kegelschnitt der 
harmonische Pol zu dem vorhin gedachten Puncte P ist. 

6. „Wenn die Ecken von drei Dreiecken auf drei Geraden g liegen, welche 
„sich in einem und demselben Puncte P schneiden, so schneiden sich 
„die entsprechenden Seiten je zweier von diesen Dreiecken in drei 
„Puncten, welche auf einer Geraden y liegen, und die drei Geraden y 
„schneiden sich wieder in einem und demselben Puncte p. 

In der That: wenn man durch a = 0, 6 = 0, e = die Gleichungen 
der Seiten des ersten Dreiecks, durch ii'=0, &' = 0, c' = und tf"==:0, 
V =^0^ c" = die Gleichungen der Seiten des zweiten und dritten Dreiecks, 
endlich durch y = 0, y==0, y = die Gleichungen der drei Geraden g 
bezeichnet, auf welchen die Ecken der drei Dreiecke liegen und welche sich 
in dem Puncte P schneiden, so lassen sich die 12 willkürlichen Constanten, 
welche die genannten Gleichungen als Factoren enthalten, unter den aufge- 
stellten Bedingungen so bestimmen, dafs folgendem Systeme von Gleichungen 
identisch genügt wird: 

b-c^b'-& = b"-^'=g, 

c-a^c'-a' = c"- a"=g', 

a^b = a'-V = a!'-b"=:g"; 

und umgekehrt, wenn diesem Systeme identischer Gleichungen Genüge ge- 
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schiebt, so stellen obige Gleichungen die Seiten von drei Dreiecken dar, deren 
Ecken auf den drei Geraden g liegen, welche sich in einem und demselben 
Puncte schneiden. 

Bezeichnet man nun die Ausdrücke a* — a", a!' — a, a — a* respective 
durch y, y, y\ so Folgt aus dem aufgestellten Systeme identischer Gleichun- 
gen sogleich folgendes System: 

a'-a"= V — V'^ c'-c" = y, 

a-(i =h -V = c-d ^ y\ 
dessen geometrische Deutung den angeführten Satz giebt. 

Ich führe diesen Satz, dessen erster Theil bekannt ist, hier an, weil 
er ein Bild von der Lage der 20 Puncte P und der 15 Geraden g zu ein- 
ander giebt. Die Puncte P nemlich werden durch die 9 Ecken der drei Drei- 
ecke, durch die 9 Schnittpuncte der entsprechenden Seiten je zweier von 
diesen Dreiecken, und durch die Puncte P and p reprfisentirt; ferner die 
15 Geraden g durch die 9 Seiten der drei Dreiecke, durch die drei Geraden g^ 
anf welchen ihre Ecken liegen, und durch die drei Geraden y. 

Die durch die 20 Puncte P und die 15 Geraden g gebildete Figur ist 
demnach symmetrisch: in der Art, dafs man, wie von dem Pnncte P aus- 
gehend, zu dem Puncte p gelangt, eben so in derselben Figur von dem 
Poncte p ausgehend zu dem Puncte P gelangen wird. Dasselbe gilt von allen 
20 Punclen P. Auf diese Weise paaren sich die 20 Puncte P, und diese 
Punctenpaare stehen wieder zu dem Kegelschnitt in der Beziehung, welche 
der folgende Satz angiebt: 

7. „Die 20 Puncte p bilden 10 harmonische Polenpaare des Kegelschnitts." 
Den aus diesem Satze darch das Princip der Reeiprocitflt abgeleiteten Satz 
habe ich am Ende meiner Schrift „Über das geradlinige Sechseck auf dem 
Hyperboloid " bewiesen (S. dieses Journal Bd. 24.)* 
Königsberg im September 1849. * 
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19. 

über die Wendepuncte der algebraischen ebenen 

Curven und die Schmiegungs - Ebenen der Curven 

von doppelter Krümmung^ welche durch den Schnitt 

zweier algebraischen Oberflächen entstehen. 

(Von Herrn Otto Hesse, Professor an der Universität zu Königsberg.) 



JLfie Gleichung der Tangeot«» «iaer beliebig gegebenen ebenen Curve, 
so wie die Gleichung der Tangenten -Ebene einer beliebig gegebenen Ober- 
fläche, lassen sich bekanntlich mit Hülfe der Gleichung der Curve oder Ober- 
fläche auf einen in Rücksicht auf die Coordinaten des Berührungspuncts um 
1 niedrigeren Grad zurückführen, in dem Falle, wenn die Curve oder Oberfläche 
algebraisch ist. Eben so kann man die Bedingungsgleichung zwischen den 
Coordinaten eines Puncts, welche Statt finden mufs, wenn der Punct ein 
Wendepunct einer gegebenen ebenen Curve sein solU auf einen um zw^ei 
Einheiten niedrigeren Grad zurückführen; in dem Falle einer algebraischen 
Curve (S. dieses Journal Bd. 28. S. 104. Lehrsatz 9.). 

Ich werde im Folgenden diese Transformation auf einem Wege aus- 
führen, auf welchem man auch die mit ihr verwandte Transformation der 
Gleichung der Schmiegungs - Ebene einer durch den Schnitt zweier alge- 
braischen Oberflächen erzeugten Curve doppelter Krümmung auf einen in Rück- 
sicht auf die Coordinaten des Berührungspuncts um zwei Einheiten niedrigeren 
Grad erreichen kann. Die Transformation der Gleichung der Schmiegun^s- 
Ebene wird den Gegenstand des zweiten Paragraphen bilden. 

Durch die erste Transformation bestimmt man die Wendepuncte einer 
ebenen Curve, oder, was auf Dasselbe hinauskommt, die Berührungspuncte 
der Schmiegungs -Ebenen, welche sich von einem gegebenen Puncto aufser- 
halb der Ebene, in welcher die Curve liegt, an die Curve legen lassen. Denn 
die Ebenen, welche durch den gegebenen Punct und die Wendetangenten der 
Curve gelegt werden, sind eben Schmiegungs -Ebenen der Curve, weil sie 
durch drei auf einander folgende unendlich nahe Puncto der Curve hindurch- 
gehen. Durch die zweite Transformation werden die Berührungspuncte der 
Schmiegungs-Ebenen bestimmt, welche durch einen gegebenen Punct an eine 
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Curve doppelter Erammung gelegt werden können. Die letztere Bestimmung 
ist also die allgemeinere. 

Ich werde im Folgenden besonders von zwei Sätzen von den De- 
terminanten öfter Gebranch machen, deren Beweise man in diesem Journal 
(Bd. 33. S. 310 — 313) findet. Setzt man nemlich der Kürze wegen: 

A = :s+ay, . . . <. Ä = js-±A[;*} . . . *:, c= 2±i^',A . . . <. 

so ist unter der Voraussetzung, dafs 

wo X und /. die Zahlen 0, 1, 2, ... n bedeuten: 
(I.) C = A.B, 

§. 1. 

Es seien ii\^ X2^ x^ gegebene lineare Functionen der rechtwinkligen 
Coordinaten eines beliebig gegebenen Puncts p in der Ebene. Ich werde 
jene drei Functionen, durch deren Verhältnisse die rechtwinkligen Coordinaten 
des Puncts p bestimmt sind und deren Werthe wiederum durch die recht- 
winkligen Coordinaten des Puncts bestimmt werden, die Coordinaten des er- 
wähnten Puncts nennen. Es sei ferner u eine beliebig gegebene homogene 
ganze Function nten Grades von den Coordinaten x^^ x^^ x^. Aus den par- 
tiellen Differentialquotienten t/i« u^^ t/3 dieser Function, nach den drei Coor- 
dinaten genommen, und den sech^ beliebig gewählten constanten Gröfsen ^1, 
Os, ai\ 6i, 62, &3, setze ich die Determinante 



(1.) B =: 



•3 



zusammen und bestimme die Coordinaten x^^ 0^2, x^ als Functionen der un- 
abhängigen Variable / durch die simultanen Differentialgleichungen 

^^'^ dt ~ db, ' dt ~ db, ' dt ~ db, ' 

Durch Integralion erhält man folgende beide Gleichungen mit den wiD- 
kflrlichen Constanten a und b: 

(ii^i'\'07X2'\-a^x^ = a, ti as &. 

36* 
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Das dritte Integral fflhrt die dritte willkarliche Constante durcii das 
-f Zeichen mit der unabhAngigen Variable t verbunden ein. Da nan durch 
die Differentialgleichungen (80 die Coordinaten noch nicht voiistfindig als Func- 
tionen von / bestimmt sind, so will ich b = setzen und die beiden andern 
willkflrlichw Gonstanten gleich beliebig gegebenen Gröfsen annehmen. Durch 
diese Bestimmungen wird der Punct p in eine durch die Gleichung 

(3.) ti = 
gegebene Curve nter Ordnung verlegt, und man erhält die Coordinaten aller 
Puncto dieser Curve, wenn man den unabhAngigen Variabein t alle nur mög- 
lichen VtTerthe giebt. Die Coordinaten dreier unendlich nahe aufeinander fol- 
gender Puncto der Curve sind nun: 

a?i-}-rfa?4, a?2-f-rf^2^ ^s-f^-Ps, 

Xx'\-2diüi'\'d^Xi^ ar^-f 3rfa?2-f rf'a?2, arj-f 2^3-frf^a?,. 

Setzt man die Determinante JR^ gebildet aus diesen Gröfsen, oder, was das- 
selbe ist 

dxi^ dx^^ dxi 

d^Xi^ d^X2^ d^x^ 
gleich 0, so erhfilt man die Bedingungsgleichung: 

(5.) Ä = 0, 
welche die Coordinaten des Puncts p der Curve tf==0 zu erfüllen haben, 
wenn die ihm unendlich nahe gelegenen nächstfolgenden beiden Puncto der 
Curve mit ihm in einer und derselben geraden Linie liegen sollen, d. h. wenn 
der Punct p ein Wendepunct der Curve ist. 

Die Determinante R werde ich nun durch die Coordinaten des Puncts p 
ausdrflcken. Zu diesem Zwecke dienen die folgenden Gleichungen, welche 
aus den Gleichungen «r = und üiX^-^- a2X2'\' a^Xi=: a durch Differentiation 
hervorgehen : 

Uidxi -f ^2^2 -f ^sdx^ = 0, üidxi -f- Oidxz -f o^dx^ = 0, 

tiirf^a?i-f W2rf^^2-f ^^*^s = — ^f aid^Xg-{-a2d'^X2'\-aid^X3 = 0, 

wo ü die Bedeutung 

(7.) 17 = Uli dx] 4- Un dari -f ^ ^l "f 2i»2s^2 dx^ -|- 2ti3i dx^ dx^ -j 2iii2 dx^ dx^ 

hat und iin, 1122, ... die zweiten partiellen Differentialquotienten der Function n 

bezeichnen. 



(4.) R 
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Hultiplicirt man die Gleiohangen (2.) respective- mit bidf, b^dt, b^dt 
und addirt, so erhält man: 

bidxi'{'b2dx2'{'bidxi =^ Bdt. 

Hultiplicirt man diese Gleichung mit jR und bemerkt , dafs nach Satz (I.) B . R 

=^ — Ua{bxdxi^b2dx2'\'b^dx^) ist, so geht dieselbe in 

(8.) R = —Uadt 

Aber. Nan ist aber nach (7.) 



dt' 



u 



11 



dJr^ 
'df 



+ tl.^+ii. 



"dTilir 



df 



Setzt man in diese Gleichung fOr -^^ -^, ^ die Wertbe aus (2.) und be- 
zeichnet durch &!, ^2, Gj die Determinanten 



(9.) G, 



«1, «»2, «J 



ai, Oj, n^ , G, 

80 Ififst sich jene Gleichung wie folgt darstellen: 

u 



G, 



«n <»2i <»s 

Mj|,«S2»«33 



(10.) 



dB 



Dieser Ausdruck von 



dt 



r ist in Rücksicht auf die Coordinaten des 



Puncts p vom Grade 3n — 4. Ich werde demselben eine solche Form ge- 
ben, dafs man siebt, wie er mit Hfllfe der Gleichung der Curve u = auf 
den Grad 3(n — 2) zurfickgefahrt werden kann. 

Um die ^$i Dji^rminanten Gi^ G^^ C, zu transformiren , stelle ich 
folgende Gleichungen auf: 

!(«— 1)«, = «„a?,-f-truXj-|-«uar„ 
(»— 1)«2 = «2ia?,-f-««^2 + «23a?j, 
(« — l)ttj = «,1 ar, 4- «Ma?2-|- «33 a?s, 

iJx, = (n— 1){ri,w,-f l7„«j-j-ri,Mj}, 

(12.) IJx, = in-i){UnU,^Ur,u,j-U,,u,], 

'jxj = (n— l){I7j,Mi-|-r,iU,-|-r/„tt,}. 
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Die drei ersten dieser Gleichungen drücken die bekannte Eigenschaft der 
homogenen Functionen ti|, 1/2? ti, aus. Die drei letzten stellen die Auflö- 
sungen der drei ersten Gleichungen dar, wenn man die in ihnen explicite 
vorkommenden Gröfsen Xi^ x^^ x^ ab die Unbekannten ansieht. Demnach 
ist die Determinante 



(13.) J = 



u 



U9 ^nt 



u 



IS 



^19 ^hi'i ^3 

homogen und vom Grade 3(n — 2) in Rücksicht auf die Coordinaten x^^ x^^ 
x^'^ und , die Coefficienten U^x in ^^^ Systeme Gleichungen (12.) sind eben- 
falls homogene Functionen vom Grade 2(n — 2). 

Zu dem genannten Zwecke fahre ich ferner die Gröfsen o^, a^^ a^ 
ein^ welche durch das folgende System von Gleichungen definirl werden: 

(n — l)«i = ttuCTi-f Wiittj-f tln«3, 

(14.) ((n— l)a, = Wiiai-f •'««2+tr23a3, 



(11—1)03 =^ W3iai+Wj2«2 + tl 



J3^J? 



aus welchen sich wiederum durch Auflösung 

IJa^ = (it— 1){t^nai4-£^i2a24-l7„a3}, 

ergiebt. Setzt man nun in die Determinante 6^1 fflr tfi, tia, u^ die Werthe 
aus (10.) und fOr Hi, a^, «3 die Werthe aus (14.)^ so geht dieselbe in die 
Determinante 
1 11 

jj— j(tlaa?l+Wnar2+tl|3T3), J^:^(U2iXi'\-UnX2'\'thi), ;^3J (tt3ia?l+tl32^2+W33^3) 



J 11 

ttjl «12 «13 

fiber. Diese Determinante ist aber nach Sata 1. gleich dem Product 



1 



(n-l)' 



«11^ «12 9 «13 
«219 «22 9 «23 
«319 «329 «33 



Xi ) X2 ^ «F3 

«19 <*a9 <*3 



I9 0, 
und wenn man die Determinante durch C bezeichnet, so dafa 

(16.) C = «,, ot, 03 

^19 ^19 ^3 
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so wird das genannte Product gleich 

(17.) 






(M — !)• öc, 

Auf diese Weise stellen sich die transformirten Determinanten 6^1, &,, 6r3 
wie folgt dar: 

. I fl V ^ ^ dC >2 _^ SC g2 __ ^ 3C 

SetBt man diese Werthe der Determinanten in (10.) • so erhält man 

V_ 

«/<* ~ (w— 1)' löA, öc, ^ ÖÄ7ÖC, 1 öÄ^dc^ 



(19.) 



/# ^dB ac tdß_dc_ _^ dB av, 



Hieraus ergiebt sich nun mit Anwendung des Satzes (IL): 

ü ä__ (t»,.c,-j-tt2J?54-*'3J7s)(ttiai+ttja^-f «3«3) 

Es ist aber, wie aus den aufgestellten Gleichungen zu sehen: 

«,X,-f-«J*2-|-«jXs »= 
tt,0j-|-M,0j-j-«3 0, = 

wenn man der Kflrze wegen 

(20.) D = U,,a] f r„«^ + U„al f 2üa«2fl3 -{-^ü,, a,a. + 2r„rt,fl, 

setzt. Mithin wird: 

nu, a 

^ {n-i)D 



nu 

a> 
a, 

(n—\)D 



(21.) 



u 



{'♦-!)* 



n 



»— 1 



Du- 






Setzt man diesen Werth von ü in (8.), so erhält man: 

(22.) R = a(^;^ - ^ Du)ät\ 

Da aber tt = ist, so reducirt sich die Gleichung JR = 0, welche in Rflck- 
sicht auf die Coordinalen vom Grade 3n — 4 ist, auf die Gleichung 

(23.) J =: 
vom 3(n — 2)ten Grade. 

Dieses ist die gesuchte Bedingungsgleichung p welche die Coordi-- 
naten eines Puncts der Curve iis=0 erfüllen Müssen, wenn der Punct 
ein Wendepunct der Curve sein soll. 
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§. 2. 
Es seien x^^ x^^ x^^ x^ gegebene lineare Functionen der rechtwink- 
ligen Coordinaten eines beliebig gegebenen Puncts p im Ranme. Es seien 
ferner /i, y^, /s, y^ dieselben linearen Functionen der rechtwinkligen Coor- 
dinaten eines beliebigen andern Puncts q. Diese gegebenen linefiren Func- 
tionen der Coordinaten werde ich die Coordinaten der Puncte p und q nennen. 
Durch u und v bezeichne ich zwei beliebige homogene ganze Functionen der 
Coordinaten Xi^ x^^ x^^ x^ des Puncts p^ respective von den Graden n und m, 
aus deren partiellen Differentialquotienten tii, u^^ t/3^ u^ und f^^^ v^. v^^ v^^ 
nach den Coordinaten des Pancts p genommen, und den 8 beliebig gewählten 
constanten Gröfsen Ui^ 03, 113, 114, 61, 62, 63, A4 ich folgende Determinante 
B zusammensetze: 



(1.) B 



«1, 


Wi, 


«j, 


M4 


»1, 


pj, 


Pj, 


"4 


«M 


«», 


«s, 


«4 


*., 


ij, 


*„ 


*4 



Die Coordinaten oTi, x^^ x^^ x« des Puncts p bestimme ich als Functionen 
der unabhängigen Variablen / durch die Differentialgleichungen 

(o\ ^_öß rf£,_öÄ ^_öB dj\ __ dB 
^^^ dt ~ db, ' dt ~ Ö6, ' rff ~ db, ' i/l ~ rf6, ' 

In den drei Integralgleichungen 

aiXi'\' a2X2'\-a^Xy-\-a^x^ = a, 
u =^ b, r = c 

dieses Systems von Differentialgleichungen setze ich die willkorlichen Con- 
stanten a gleich einer beliebig gegebenen Gröfse b, und c gleich 0. Die vierte 
Integralgleichung fahrt die wiilkOrliche Constante, der ich einen beliebigen, aber 
festen Werth geben will, mit der unabbtngigen Variable i durch das -|- Zei- 
chen verbunden ein. Durch diese Bestimmungen rflckt der beliebige Puncl p 
in die Curve doppelter KfAmmung, in welcher sich die durch die Gleichungen 

(3.) 11 = 0, r = 

gegebenen Oberflächen nter und mter Ordnung schneiden, und man erhält die 
Coordinaten aller Puncte dieser Curven, wenn man der unabhängigen Variablen t 
alle nur möglichen Werthe giebt. 

Die Coordinaten des beKebigen Puncles' q und dreier unendlich nahe auf 
einander folgender Puncte der genannten Curve doppelter Krümmung sind nun : 
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Xm Xji vj» y* 

Xij J^l^ ^3^ Ä?4, 

X,4-^l^ a?2-fda-2, ^3-frf^'3s ^^-\-äj\^ 

Setzt man die Determinante JR^ gebildet aus diesen Gröfsen, oder, was das» 
selbe ist. die Determinante 

Xu y«? y^; y^ 



(4.) JR = 



J"! 



X^i 



'3 9 



dxi^ dx2^ dx^^ dx^ 
rf^a?i, d^X2^ d^x^^ d^x^ 

gleich 0, so erbfilt man, wenn man den Pnnct q mit seinen Coordinaten als 
variabel betrachtet, die Gleichung 

(5.) Ä = 
der Scbmiegungs- Ebene in dem Puncto p der Curve doppelter KrCmmung. 

Um JR zu transformiren, dienen folgende Gleichungen, welche sich aus 
den Gleichungen ti = 0, 9 = 0, aid?|-f 02X2 . . . €hx^ = a ergeben : 

UiXi -f ^^2 + «3^3 + W4a?4 = 0, 

UidXi -f UidXi -f ti^dXi -|- u^dx^ = 0, 
iiijrf^a74+W2^^^2+«^3rf*^3 + ^4^^^« = — £/; 



(6.) 



Vidxi -f V2dx2 -{- v^dx^ + «^4<'^4 



0, 



/iiJ7, -j- fla^Ta 4" iija?3 -f 040:^ = a. 



(7.) 



didXx -f Öjrf^J + 03^3 + «4^4 = 0, 

WO I/' und V die Bedeutung 

17 = Ui3,dxi-\-Und3^2'\'Vyida^'\'Ut^da^^-\-2u^dxidx2-\^2u^ 

-|- 2tii4ifari iifj74 -f 2ti23 dx2 dx^ -f~ ^^^24 dx^ dx^ 4' ^^^34 ^3 ^4 ) 

F = ru<i2r{4*'^22^^2 4~^33^^4~^M^^«4~'^^12^^i^2 4~^^i3^*^^ 

4- 2ri4 dd?i rfj?4 4- 2r23 rfj^j ifarj 4~ 2i^a4 ^2 ^^4 4" 2r34rfr3 i/j?4 

haben und ti^, 1122 ••• und r^, r„ ... die zweiten partiellen Differentialquotienten 
der Functionen u und v sind, nach den Coordinaten des Funds p genommen. 
Hultiplicirt man die Gleichungen (2.) respective mit b^dt, b^dl, b^dt^ 
b^dt und addirt, so erhalt man: 

bidxi'\'h^dx2'\'b^dXi-\ b^dx^^= iBdt. 
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Es fdt aber nach Salz (L) 

+ {Vv,- Vu,)y,+iUv,- Vni,)y,]a. 
Hultiplicirl man daher diese Gleichung mit der vorhergehenden, so erhtit maD, 
mit Obergehung der gleichen Factoren auf beiden Seiten, 
(80 R = {(Uv,- ru,)y,-^(Uv,- Vu,)y,^(Uv,^ Vu,)y,^(Uv,- Vu,)y,]adt. 
Diese Form von R zeigt, dafs JR = die Gleichung einer Ebene ist, welche 
durch die Schnit^ioie der in dem Puncto p an die beiden Oberflfichen tc = 0, 
r s= gelegten Tangenten-Ebenen hindurchgeht. Denn man erhalt alle mög- 
lichen Ebenen, welche durch die genannte Schnittlinie, d. i. die Tangente der 
Curve doppelter KrQmmung, hindurchgehen, wenn man in der Gleichung A = 
den Gröfsen ü und V beliebige Werthe giebL Unter diesen Ebenen befindet 
sich auch die Schmiegungs-Ebene der Curve doppelter Krümmung und diese 
entprichi eben den in (7.) angegebenen Werthen von 17 und V. Es bleibt 
daher noch übrig, diese Werthe von U und V dorch die Coordinaten des 
Puncts p auszudracken. Zu diesem Zwecke setze ich in dem Ausdrucke von 

-TT? der sich auch so darstellen Iftlst: 



u 

dt* 



die Werthe von -^, ^, ... aus (3.)* Hiedurch geht derselbe, wenn man 
durch Cr«, &3, 6^3, G^ die Delerminanten bezeichnet , so dafs: 



(».) ö* = 



ÖS 



U , H), W3, Ui 

^l^ ^%^ ^S» ^A 

«1» ^9 ^9 ^^4 

•*!$ ^^ •%» «4 

•^M •'H ^3^ ^^4 

«19 ^9 Öj, o» 

•^311 •'»J •^j •'s* 



öa 



©♦ = 



«i» «^^ «'S^ «4 

t^n •^»^ •^s^ t^4 

«M «23 ^3 «♦ 

•'!113^'»3*'2I3^'h 

•^13 •^23 •^33 ^4 
^13 '^33 ^^33 •^4 
Ä|, «2, 4, #» 

•'4I3^^3^4S3 •'44 
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ist, in 



(l6.) 



dt* 



«.l? + G,^4-G,|^ + G,l? über. 



U 



*db. 



(11.) 



(12.) 



Dieser Ausdrock yoo ^n- üt vom Grade 3ft-f 2nt — 6 in Raduicbt 
auf die Coordinalen des Puncts p. Ich werde demselben jet«t eine solche 
Form geben, dafs man sehen kann, wie er sich mit Hfllfe der Gleichangen 
u=0 und vz=zO auf den Grad 3n-f2m — 8 redocirt. Dies wird erreicht 
werden durch Beantznng der folgenden Systeme von Gleichungen: 

(» — l)ti, = «iia?i + tt22iCi+tt23a?j-ftt„a?4, 

(»— l)«j =r. iijiXj-|-i«„ar, + tt»Xj-{-ii,.x,, 

(n— 1)«« = «„a?,-j-««ar,-f i»oX,-|-«4.a?«v 

Jxi — (n— l){Pu«,+ l7„t^-j-t7„ii,+ l7„te»}, 

Jxt = (»— l){t7„i»j+l7j,«i+roti,+ ir,4i»4, 

^x« =<= (» — 1) {I7„tti -|- ü«tt,-f £/^„t»j + Üm«4- 

Von diesen ddchongen drflckt das erste System die bekannte Eigensohaft 
der homogenen Functionen «i, tii, ... aus; das letzte ist die Auflösung des 
ersten nach den in ihm explicite yorkommenden Unbekannten , und J ist, wie 
bekannt, die Determinante 

tfu» «U1 ««U, «1« 
•*2U *«» •»» "m 

•sn ^hrn "jj, ttj4 

**4H •«» •*«» "m 

leb fütbre ferner vier neue Gröfsen ß^ A ? * ■ * ®'o « welche durch die fol> 
geoden Gleichungen definirt werden: 

(14.) ((n-1)r, = •ittÄ + ««/?.+«»/?3 + «24/JM 



(13.) ^ = 



nnd lose diese Gleichungen nach den Unbekannten /9i, A, • . ■ auf. Dies giebt 

iJß, = (n— l;{l7„»,-{-t^„r,-f-tr„r,+ l7„i>4, 
(15.) \jß, = (»-l){r„r,-f-l/„r,+ r„c, + r„p,}, 



Endlich bailimme ich vier Grdfsen «1,02,... von der Art, dafe sie den Gleiehnngen 
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(16.) ^(11—1)02 = W2ji«i-fii«a2-fii,3aa-f 112404, 



genügen, und 
Dies giebt: 



löse diese Gleichungen nach den Unbekannten a^^ a^ auf. 

(17.) jz/ao = (»— 1){f^2löi+t^«ö'2+'^23«3 + ^24«4}, 

Die aufgestellten Gleichungen dienen nun zur Transformation der Deter- 
minanten Gi^ frn. ... Denn man wird finden, dafs die erste dieser Deter- 
minanten, wenn man darin für fi, ti2, ... die Werthe ans (ll.)« für rj, v^, . . . 
die Werthe aus (14.) und für Hj, 02, ... die Werthe aus (16.) setzt, nach 
Satz (f.) in das Product 



(w-l)' 



11 



29 



^3, J?4 



ßi^ ßi^ ßi^ A 

«M ^9 ^39 «4 
1, 0, 0, 

zerfallt, so dafs, wenn man durch C die Determinante bezeichnet, nemlich 

•^H ^2^ ^3 9 •'^4 

Ä, Ä, Ä, /?4 

Ol, «,, «j, a» 

^i* ^I» ^3» *'4 



(18.) C = 



J dC 



= ©I ist. 



Aul diese Weise stellen sich die transformirten Determinaaten wie folgt dar: 

J dC ^ J dC 



(19.) 



(G, 



^4 



Setzt man diese Wertbe von &i, Gi^, ... in (10.), so ergiebt sich 
fon^ ^ — ^ ) ^^ ^^ I ^^ P^ I "^^ ^^ I ^^ ^^1 

woraus mit Anwendung des Satzes (IL): 

|tt,a:,-f «2a?i4-"- «i/^i + w^Ai-— «iai + tt2a-i + 



(21) ^ = 



(«-!)• 



eia:,-}-eja*2-i- 



• • . 






. • • 



• • • 



• . . 



17,0,-f-P,0,-|- 



. • • 
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(23.) 



• • • 



folgt. Setst man nan, an absakflnen, 

-f 3 £7m r, »4 -{- 3 l^a »a «'s + -^ ^M **» *'« + 2 Pm «»1 »4 1 
so lafst sich die Gteiehnog (31.) wie folgt darstellen: 

nu, mv, a 



(23.) 



ü 

dt* 



{n-iy 



a, 



ä 



^, 



ä 



JV 



M 



Da aber « = und v 



(24.) 



ist, so wird: 
V 



a*P 



dt' 



(»-!) 



t ) 



U 



welches der gesuchte Ausdruck von -^ ist; Tom Grade 3n-{-3»i — 8 in 
Racksicbt auf die Coordinaten des Pnncts p der Carve doppelter Krfinunung. 



Auf dieselbe Weile wird sich auch der Ausdruck -^ transformiren 



lassen, was 



dt' 



(35.) 



V 

dt* 



a*0 



- (m-1)« 

giebt, wo Q eine homogene Function der Coordinaten des Puncts p vom Grade 
3»i4-3n — 8 bedeutet, die man aus dem in (32.) angegebenen Ausdrucke 
von P erhSit, wenn man die Functionen u und v mit einander vertauscht. 

Setzt man endlich diese Werthe von U und V in den in (8.) gege- 
benen Aoedrack für R, so nimmt die Gleichung der Sehtniegüngs -- Ebene 
der Curve doppelter Krümmung j in welcher sich die Oberflächen ti=:0 
und r = schneiden, folgende einfache Gestalt an: 



(26.) 



(M-i)« (^iyi+^^y^+«^3y>+^4y^) =^ ^• 



Diese Gleichung der Schmiegungs-Ebene ist vom Grade 3(it4''^ — 3) 
in Rücksicht auf die Coordinaten des Berflhrungspuncls p. Nimmt man in ihr 
die Coordinaten des Pnncts 9 als gegeben an, lafst dagegen die Coordinaten 
des Pnncts p beliebig variiren, so stellt die Gleichung (26.) eine Oberflfiche 
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von der d{n'\-m — 3)len Ordnung dar, welche die gegebene Curve doppelter 
Krüfflinung in solchen Puncten schneidet, deren Schmiegungs-Ebenen durch den 
gegebenen Punct q hindurchgehen. Hieraus ergiebt sich folgender Lehrsatz: 
An eine Curve doppelter Krümmung ^ welche durch den Schnilt 
einer Oberftüche n ter und einer Oberfläche m ter Ordnung entstanden 
ist, lassen sich von einem beliebigen Punct e afufserhalb der Curve 
Snm(n'\-m — 3) Schmiegungs -- Ebenen legen, und die Berührungs-^ 
puncte liegen auf einer Oberfläche von der 3 (n -}- m — S)ten Ordnung. 
Demnach lassen sich von einem beliebigen Puncte q an eine Curve doppelter 
Krümmung, in welcher sich zwei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, 
zwölf Schmiegungs-Ebenen legen. Die Centralprojection einer solchen Curve 
doppelter Krümmung auf eine beliebige Ebene ist bekanntlich eine Curve vierter 
Ordnung. Ihre Wendepuncte sind die Projectionen der Berührungspuncte der 
zwölf Schmiegungs- Ebenen, welche sich durch das Centrum der Projection 
an die Curve doppelter Krümmung legen lassen. Eine Curve vierter Ordnung 
hat aber im Allgemeinen 24 Wendepuncte. Daraus folgt, dafs die Projection 
der Curve doppelter Krümmung nicht eine allgemeine Curve vierter Ordnung 
sein kann. Sie hat in der That zwei Doppelpuncte. Um diese zu finden, 
lege ich durch die Curve doppelter Krümmung eine Oberfläche zweiter Ordnung, 
welche zugleich durch das Centrum der Projection hindurchgeht. Von den 
beiden geraden Linien, welche sich auf dieser Oberfläche durch das Centrum 
der Projection legen lassen, schneidet jede die Curve doppelter Krümmung 
in zwei Puncten, und die Schnittpuncte dieser beiden geraden Linien mit der 
Projeclions- Ebene werden die gesuchten Doppelpuncte sein. Da nun, wie 
Ptücker richtig bemerkt hat, immer sechs Wendepuncle einer ebenen Curve 
in einen Doppelpunct fallen, so verschwinden von den 24 Wendepuncten der 
projicirten Curve vierter Ordnung zwölf, und es bleiben nur die oben er- 
wähnten 12 Wendepuncte übrig. 

Königsberg im November 1849. 
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20. 

Über die ganzen homogenen Functionen von der 
dritten und vierten Ordnung zwischen drei 

Variabein. 

(Von Herrn Dr. Oito Hesse, Professor an der Universität zu Königsberg.) 



Jim 36ten Bande dieses Joarnals S. 172 habe ich eine Eliminations- 
methode auseinandergesetzt, um eine in Punctcoordinaten gegebene Gleichung 
einer Gurve dritter Ordnung durch Liniencoordinalen auszudrücken. Diese 
Methode hat, wie ich sehe, Cayley im Märzhefte des Cambridger Mathema- 
tischen Journals vom Jahre 1846 bekannt gemacht und zugleich, nicht ohne 
Mähe und Kunst, das Resultat der Elimination in seine einfachsten Bestand- 
theile aufgelöset. Die Methode besteht in der ZurackfQhrung des Problems 
auf die Elimination von 7 Unbekannten aus 7 linearen homogenen Gleichungen. 
Einer Ausdehnung auf die Curven vierter Ordnung scheint dieselbe nicht ffihig 
zu sein. Ich werde daher im Folgenden ein anderes, nicht weniger symme- 
trisches Eliminationsverfahren entwickeln, welches sich mit gleicher Leichtigkeit 
auf Curven dritter und vierter Ordnung anwenden läfst, und flberdies noch 
den Vortheil hat, dafs man bei Curven dritter Ordnung das Endresultat durch 
Elimination von nur vier Unbekannten ans vier linearen homogenen Gleichungen 
erhält. Dieses Eiiminationsverfahren steht in dem erwähnten Falle zu dem Cayley^ 
sehen in demselben Verhfiltnifs, wie das Jacobische Eiiminationsverfahren für 
zwei Gleichungen mit einer Unbekannten zu dem Sylvesterschen ^ indem auch 
hier von der zum Theil schon vollfahrten Elimination ausgegangen wird. 

Ich schicke zwei allgemeine Sfitze voran, von denen ich im Folgenden 
Gebrauch machen werde. 

Wenn n homogene ganze Functionen von n Variabein für ein 
System von IVertlien der Variabein verschwinden ^ so verschwinden 
für dieses System von Werthen nicht allein die Determinante der 
n Functionen f sondern auch ihre nach den Variabein genommenen 
ersten partiellen Differentialquotienten. 
Wenn tii, U2, tij, ... r/„ gegebene homogene ganze Functionen vom 
plen Grade von den Variaboln a\. x^. x^. . . , x„ bedeuten, so ist bekanntlich: 
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(1.) ;'.t+-.^+—-:^='-" 



Beceicbnet man die Detenniaitnte der n 
GleichnDgen (1.) der Reihe nach mit 









Fagctiooen mit J, 


mulUpliein 


die 









IL 



nnd addirt, so erhilt inaii: 

(3.) x,ä = p{u,V,-\-nJ}^-\--- u„V,). 
Diese Gleicbong beweiset, dafs die Fonctionaldelermiiiante J venehwindet, w«ra 
die Fonclioneo Vi, «,,...«. Tereohwinden. 

Differentiirt man die Gleiohaog (3.) nach Xi^ ao erlifllt man: 

Da aber 
ist, so wird 

C30 ..--(,_.,^ = ,j..^+.^+.....|e.j.^ 

Diese Gleiclmiig beweiset, dab mit W], »t, ...«. nnd J ancb -i — ver- 
schwindet etc. 

fVenn n — 1 homogen« gtmxe Ftmctionen pten €fraiUs zugimek 
aüt einer homoffenen ganzen Function qten Grades von n VariaMm 
für ein Sj^etem von fVerfhen ißeeer Variabein verschwinden, so ver- 
eekwindet micA die Determinante dieser FuncHonen, und die ersten 
partiellen Diff'erentialquotienlen der Determinante verhalten sich wie 
die ersten partiellen Diffirential^uo/ienten der Function qlen Grades. 
Wenn «i , Uj , ... u,_, homogene gaose Fonctionen /»ten Grades und 
u, eine homogene ganie Function ^n Grades der n Variabein X| , x,, . . . x. 
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du. I du. I d^t 

(4.) <-^»ä^+^'5:^+-'^-ö:^ = ''"»' 






Es sei, wie vorhin, J die Determinante der n Functionen ti|, ti,, ... tf»- 
Muitiplicirt man nun die Gleichungen der Reihe nach mit 

und addirt, so erhalt man 

(5.) x,J == p[u,ü,-^uJJ,^ ...u,U,}-\-iq^p)u^U^} 
woraus sich zeigt, dafs J verschwindet, wenn tf^, ii,, ... tfn verschwinden. 
Differentiirt man diese Gleichungen nach den Variabein, so wird: 

I äJ i dU. , du, , dU„) 

dJ \ äü, , du, , dV„\ 

Setzt man in diese Gleichungen fflr die Variabein dasjenige System von 
Werthen, fflr welche die n Functionen Hi, n^, ... u^ verschwinden, und be- 
zeichnet der Kürze wegen den Ausdruck HHl . fj^ durch l, so gehen diesel- 
ben in folgende fiber: 

(7.) (dx^^'-dx, — "' 



''^+^1^ = 0. 
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Es verhalten sieb also die partiellen Differentialquotienten der Determinante wie 
die entsprechenden partiellen Differentialquotienlen der Function vom yten Grade. 

§. 2. 
Wenn man durch v eine homogene ganze Function 3ten Grades von den 
Variabein x^^ x^^ x^ und durch v^^ v^^ v^ die partiellen Differentialquolienten 
dieser Function bezeichnet, so verlangt die Aufgabe y^die in Punctcoordi-- 
naten gegebene Gleichung r = einer Curve driller Ordnung durch Li-- 
niencoordinaten auszudrücken,'*^ die Elimination der Variabein Xi^ x^^ x^^ t 
aus folgenden vier homogenen Gleichungen: 



(8.) 



2 

«1 a?j -j- Cj OTj -|- Cf3 a?3 = 0. 



f« ft ft 

Man hat also drei homogene ganze Functionen Vi-l-ai-^^ <^2-f ^T '^ ^z'^'^y'o 

der Variabein x^^ x^^ x^^ t vom zweiten Grade, und eine a^Xi-\'a^X2'\- tt^x^ 
erslen Grades, welche fflr ein System Werthe der Variabein verschwinden. 
Bezeichnet man daher die Determinante dieser Functionen mit 6, so ist nach 
dem in (§.1.) bewiesenen zweiten Satze: 

Um die Determinante jener 4 Functionen zu bilden, bezeichne ich die zweiten 
partiellen Differentialquotienten der Function v durch i^h, ria, .. . und bilde 
die Determinante J aus folgenden Componenten: 

^IM ^n'i t^l3l ^M 

•^211 ^'221 *^239 ^29 

^^31% ^yi'i *^33n ^3 9 

«19 «29 «39 0. 

Diese letztere Determinante ist vom zweiten Grade und homogen, so- 
wohl in Räcksicht auf die Variabein, als in Rücksicht auf die Gröfsen ai, ce,, er,, 

und man erhfilt: 

e = ^1t 

Setzt man diesen Werth von in die angegebenen drei Gleichungen, setzt 
man ferner —z=/ii und fflgt die letzte Gleichung (8.) hinzu, so hat man aus 
dem System von Gleichungen (8.) folgendes System von Gleichungen abgeleitet : 
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(9.) / ^*« 



-\-fitti = 0. 



Diese Gleichungen sind aber lineare homogene Gleichungen in Rficksicht auf 
die Variabein Xi^ x^^ x^. Das Resultat der Elimination dieser Variabein wird 
die gesuchte homogene Gleichung vom sechsten Grade in Rficksicht auf die 
Liniencoordinaten ai, o,, «3 sein. 

§. 3. 
Wenn v eine gegebene homogene Function vierten Grades von deo 
Variabein xi^ x^^ x^ ist und Vi^ r,, v^ die partiellen Differentialqnotienten 
dieser Function bedeuten, so verlangt die Aufgabe y^die in Punctcoordi-- 
naten gegebene Gleichung r = einer Curve vierter Ordnung durch 
Liniencoordinaten aujfzudrücken^\ die Elimination der Variabein Xi^ x^^ 
Xi^ t aus folgenden vier Gleichungen: 

«?i-f «1-3- = 0, 
(10.) (1^2 + 02-^ = 0, 

t?3i-«3 3- = 0, 

a == a^Xi-^- a2X2'\- a^x^ = 0. 
Um diese Elimination auf die aus linearen Gleichungen zarfickzufabren« 

bemerke ich, dafs man die drei homogene Functionen t't-f ^i'o^^ c's^'^^T^ 

1^3 4" ^-3- der Variabein Xi, x*2, x^^ t dritten Grades hat, und eine, nemlich a, 

ersten Grades, welche fQr ein System von Werthen dieser Variabein ver- 
schwinden. Bezeichnet man daher die Determinante dieser Functionen durch 0, 
so hat man nach dem in (§. 1.) bewiesenen zweiten Salze: 

+ ^«i = 0, 5T" + ^«2 = 0,, 5— + ^«3 = 0. 



Die Determinante J der Gröfsen 

t?2i^ t?22, t?23 9 ^2^ 

^n^ ^32 9 ^^33 9 **3^ 

«n ^9 ^s» 
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QDterscheidet sich von der Determinante nnr durch den Factor <% so dafs 

e = je 

ist. Setzt man daher diesen Werth von 6 in die drei vorhergehenden Glei- 
chungen ^ so gehen dieselben, wenn -j^^^fi ist, in 

^+/*«, = 0, 

(11.) \^-\-f*a. = 0, 

Aber. Hit diesen Gleichungen bestehen auch noch folgende , aus a = abge- 
leitete Gleichungen: 

ri2 1 j «J^J = 0, axl =0, axi ^ 0, 
\ajr2X3 = 0, axjXf^ = 0, 0X1X2 = 0. 

Entwickelt man nun die Gleichungen (10. 11. und 12.)^ so wird man fin- 
den, dafs diese 12 zugleich bestehenden Gleichungen linear, und in Rflcksicht 
auf die 12 Gröfsen x\^ xl^ o^, xlx2^ ^i-z's? ^a^n ^2^39 ^^19 ^^2t 
^1^2^3 9 ^^ 1^ homogen sind. Das Resultat der Elimination aus diesen linefiren 
Gleichungen wird also die gesuchte Gleichung in den Liniencoordinaten cti, 
«2, «5 sein; welche, wie leicht zu sehen, homogen und vom 12ten Grade ist. 

§• 4. 
Die Aufgabe y^die Beiüngungsgleichnny zu finden^ welche erfüllt 
werden mvfe, wenn eine Curve vierter Ordnung einen Doppelpunct haben 
solV\ fahrt auf die Eh*mination dreier Variabein aus drei homogenen Glei- 
chungen dritten Grades. Auch diese Eliminalion Ififst sich auf die Elimination 
aus linearen Gleichungen wie folgt zurQckffihren. 

Wenn 

(13.) ri = 0, üj = 0, t>3 = 

drei homogene Gleichungen dritten Grades von den Variabein Xi^ or^, x^ sind, 
so hat man drei homogene Functionen t^i, t?2, Vj dritten Grades, die für ein 
System von Werthen der Variabein verschwinden. Es verschwinden daher, 
nach dem ersten Satze in (§.10) ^i^^^ allein die Determinante w, gebildet 
aus den Gröfsen 
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dvi dv^ ^v^ 

dv^ dv^ dv^ 

5t;, dv^ dv^ 

sondern auch die partiellen Differentialqnotienten dieser Determinante. Aus 
den obigen drei Gleichungen ergeben sich also folgende homogene Gleichungen 
fanften Grades: 

(14.) 1^ = 0, 1^ = 0, 1^ = 0. 

Wenn man su diesen drei Gleichungen noch die 18 Gleichungen fflnften Gra- 
des hinsufflgt, welche ans den drei Gleichungen (13.) durch HuItipUcation mit 
den Producten xl^ xl^ x^^ x^x^^ ^s^m x^x^ entstehen, so hat man 21. ho- 
mogene Gleichungen fflnften Grades. Entwickelt man diese und betrachtet die 
21 verschiedenen Producte der Variabein von der fflnften Dimension, aus 
welchen die verschiedenen Glieder dieser Gleichungen bestehen, als die Un- 
bekannten, so hat man 21 lineftre homogene Gleichungen. Das Resultat der 
Elimination dieser Unbekannten wird zugleich das Resultat der Elimination der 
Variabein aus den Gleichungen (13.) sein: eine homogene Gleichung vom 
27ten Grade in Rflcksicht auf die Cofifficienten in den Gleichungen (13.). 

Anmerkung. Wenn die Curve nur von der dritten Ordnung ist, in 
welchem FaUe die Gleichungen (13. und 14.) von der zweiten Ordnung sind, 
genflgen diese Gleichungen, um aus ihnen die Producte ^, x\^ x\^ ^a^s^ 
Xs^i, 0^10^2 als aus lineftren Gleichungen zu eliminiren; woraus denn eine 
homogene Gleichung vom 12ten Grade in Rflcksicht auf die Codfficienten in den 
Gleichungen (13.) sich ergiebL 

S. 5. 
Die GleichuHjjf der Curve 14ter Ordnung zu finden^ welche eine 
gegebene Curve ^^=0 vierter Ordnung in den Berührungspuncten der 
Doppeltangenten schneidet f ist eine Aufgabe, deren Lösung ich in der Ab- 
handlung 9 Über Curven dritter Ordnung etc."' (dieses Journal Bd. 36. S. 103) 
dadurch angebahnt habe, dafs ich die Gleichung einer solchen Curve vom 
16ten Grade, nämlich die Gleichung 

(15.) 3ft(?4-ftft = 0, 

aufstellte, welche noch mit Hfllfe der Gleichung der Curve r = um zwei 
Einheiten zu erniedrigen blieb. 
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Ich behalte die dort gebrauchte Bezeichnung hier bei, Dämlich n = 4, 
iii=0, «2 = 0, 03 = 1, j?3 = l, und bezeichne der Kärze wegen die par- 
tiellen Differentialquotienten von w, gleich wie die von v, durch Indices. 
Dann ergeben sich aus den Formeln (XX.) f flr die Gröfsen Q folgende Werthe : 

Mit Hülfe der Gleichung t? = und mit BerQcksichtigung der bekannten Eigen- 
schaft der homogenen Functionen kann man dem Ausdrucke {9Qif folgende 
Gestalt geben: 

(9ft)' = -^w'Vy,'^^{w,V^\w^V^^w,V,,] 

— \ {^\ ^\l + «^2*^22 + M?3 *M + 21^2 U'3 ^33 -f 2w^ W^ Kjj -f 21^1 tTj F«} . 

Eben so wird: 

{wnVl — 2wi2ViV2-\-Wnt^i} = '^{—SwV^'{- {w^V^-l^ WiV^-\'WiV^)] 

— i {m^ii f^ii + «^M F22 + tTjj F33 + 2m^23 F23 + SiTji Fsi + 2tr« F12} . 

Mithin ist 

9ft = --iwV,,']'i(w,V,,-[-W2V.^-\-w,V,,) 

Setzt man diese Werthe der Gröfsen Q in die Gleichung (15.) 9 so erhält 
man, indem sich die Glieder von der 16ten und 15ten Ordnung aufheben, dl'* 
gesuchte Gleichung vom 14ten Grade; nemlich: 

nßl ! {^iVn'\'WlVn'\'Wir^'\'2w2W^V23i'2w^WiVn + 2w^W2Vnh ^ Q 

^ ^^ (-3tr{ii.uFa+tr22F22+fr33F33+2ir23F23+2i^3iF3,4-2ir„r„}j 
Dieses ist also die Gleichung der Gurve, welche die gegebene Curve r = 
vierter Ordnung in den 56 Berührungspunclen der Doppeltangenten schneidet. 
In ihr bedeuten die Gröfsen w die partiellen Differentialquotienten der Deter- 
minante, welche aus den partiellen Differentialquolienten 

^11 1 ^12 9 ''13 9 

^21 1 1^22 1 ^^23 • 
^311 ^329 ^33 

der Function v gebildet ist, und die Gröfsen F haben folgende Werthe: 

F|i = t?22<^33 ^23 9 •^23 = ^I2^n ^^11^23«» 

•^22 = •^33^' 11 ^3H ^^31 = *^23^21 ^22 ^3 M 

•^33 ^^^ ^11 ^22 ^12 ^ ^ 12 = *^3l ^32 ^*33 ^12 • 

Königsberg im Januar 1850. 
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21. 

Probleme der Variationsrechnung. 

(Von Herrir Proressor Schdlhath zu Berlin.) 



Hiine lange und vielseitige Erfahrung hat mich zu der Cberzeugang 
gebracht) dafs das Wesen der Variationsrechnung noch nicht ganz richtig er* 
lafst ist Die talentvollsten meiner jflngern Freunde, weiche wirklich die 
Methoden der Variationsrechnung so weit in Besitz hatten, um Aufgaben aus 
dieser Sphäre lösen zu können, gestanden stets, die Gründe des Verfahrens 
nicht mit voller Klarheil einzusehen. Es ist eine Thatsache, dafs erfindungs- 
reiche Köpfe, die sich lange Zeit in einer und derselben Gedankenspbäre 
bewegten, Wahrheiten und oft ganze wissenschaftliche Gebiete entdecken, 
ohne den Weg dazu Andern zeigen öder ihn mit vollem Bewofstsein selber 
gehen zu können. Nehme ich hinzu, dafs in gedruckten und ungedruckten 
Schriften die Variationsrechnung als das abslracteste und sublimste Gebiet der 
ganzen Mathematik geschildert wird, gleichwohl aber auf einem ISngst be- 
kannten geraden Wege zu allen ihren Gipfeln sich gelangen läfst, so ist dies 
eine Aufforderung für mich, diesen Weg, der flbrigens weder von den 
BernoulKs noch von Euler betreten worden ist, wie man vielleicht glauben 
möchte, besonders Jüngern Mathematikern, für welche diese Blfltler hauptsäch- 
lich bestimmt sind, anzudeuten. 

§. 1. 

Es mögen ^, ti,y, .., eine Anzahl constanter Gröfsen und L, M, Nj... 
eben so viele Functionen der n unabhängig veränderlichen Gröfsen x,y,z,... 
sein. Stellt man die Summe 

V =. r4AL-f;iitf+i/jV+ ... 
auf, iu welcher V ebenfalls eine Function der Veränderlichen x, y, z, . .. 
bezeichnet, so findet man bekanntlich aus den n Gleichungen 

die Werlhe von ^j x, ^, ..., welche den Ausdruck U zu einein Maxiinum 
oder MinhnUm machen. Wären aber diese Veränderlichen der Bedingung 
unterworfen, dafs sie die n — m Gleichungen L=sOj i>/=0, jV=0, ... 
befriedigen müssen« %o würden die Wertbe von ^> y^ ^# • • • ans den obigen 
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Gleichungen noch immer U, oder, was dasselbe ist, V zn einem Maximum 
oder Minimum machen. Die n — m <}onslanlen X^ //, v^ ..., welche in den 
Werlhen von x, y, z,... vorkommen^ wären aber nun nicht mehr gegeben, 
sondern müfsten' aus den' ti — fn Gleichungeri L ='0^ M=^ 0, JV= 0, . . . 
berechnet werden. Wdnn demnacb eine 'Funcfitln V der n Veränderlichen 
^^ y> s^> • . . zu einem Maximum oder Minimum gemacht werden soll, wfih-» 
rend die Veränderlichen die n — f/i Gleichungen L=0, JSf = 0, JV=0, ... 
befriedigea sollen, so findet man aus diesen und den n Gleichungen: 

ar , . ÖL , dM . dN . A ' 

dV'. 'sL [ dM\ SN '' '\. 



1 .f ' 



Qy \ dy ' ^ dy ' dy 

er , '. ÖL,' dM\ ajv ; ' 






die Werthe voö k, fi, v, .•., und dann auch die von x^ y, c; ..., welche 
der Function V die verlangte Eigenschaft geben. 

* ls\'f{x,y,z,u)=^0 eine Gleichung, atis welcher die WeHhe von 
xr, y/z gefunden werden sollbn, die u £u einem Maximum oder Minimum 
machen, so stelle man sich U aus diesen Gleichungen entwickelt vor, so dafs 
^i =^ <pXx; y,z) oder (p{x,y,z) — u=0 ist. Hiernach hatte man zur Be- 
stimmung von X, y, z die drei Gleicbdngen -^ = 0, -~^==0, -^==0. 
Aus der ersten Gleichung folgt: 

und aus der zweiten: 
Man hat daher 

dx ~ dx ' du ' dy ~ dy ' du ^ dz dz ' du "> 

folglich zur Beslimmong von x^ y, 9, u die vier Gleichungen: 

'— "» är~"' dy ~"' dz ^' 
Hat man nun nufser der Gleichung 

aus welcher die Werihe von x, y, z, t gefunden werben sollen, welche u 



• v* 
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• • ; M • -.' ■ f «^ • • i .', • A ' \ -'- ^ 



Sil einem Maximum oder Minimum machen, noch die Gleichungen 
so bilde m«n die Gleichung 

in welcher.^ und /t Const^nten sind ), und die linke Seite wieder eine Func- 
tioD von X, y, z, t, u ist, aus welcher der gröfste oder kleinste Werth von. 
M bestimmt werden soll. Nach Dem, was wir so eben sahen, bat mar. daher 
zur Bestimmung. von ar,i y., s, (, u, i., /i folgende 7 Gleichungei} ; 

By T^-^i-."er — "' 
dz ' ^ ÖS +'" dz — "' 

0/ +^ dt ^'' dl ~ ^' \ 

Auf eine ähnliche Weise kann man verfahren^ wjenn Functionen von 
mehr Verfinderlichen und eine beliebige Zahl von BedingQngsgleichungen ge- 
geben sind. . ^ i 

Nur diese Sätze, deren strengeren Beweis man in jedem guten Lehr- 
buche der Differentialrechnung findet, und die hier, nun der Vollständigkeit 
wegen hergesetzt wurden, sind nöthig, um alle Probleme (der Variationsrech- 
nung lösen zu können; wie ich dies jetzt an einer Reihe von Beispielen nach- 
weisen werde. Wenn ich dabei etwas ausführlicher und umständlicher ver-' 
fahre, als man es an. diesem Orte zu lesen gewohnt ist, so geschieht es eben 
deswegen, weil ich nicht einer grofsen Entdeckung in fjllgemeinen, flüchtig 
hingeworfenen Umrissen die Priorität zu siebern habe,' sondern jüngeren Ma- 
thematikern nützlich zu sein wünsche. j 

Aufgabe. In den Puncten .4, Ai^ Aj, . . . A' (Fig-jl)) deren Abscissen 
durch 0^0, X|,a'2, . . .x„ bezeichnet .werden mögen, sind diejOrdinaten JA=y(|, 
-4iÄi = yi, ... AB' = y\ errichtet, von denen die Läng^ der beiden äufser- 

sten yo und y^ gegeben ist, und die Länge der übrigen )50 bestimmt werden 

♦ 

soll, dafs der Inhalt des Polygons :^j9 F^'A' ein Minimum wird, während die 
Summe der Seiten in BB^B^.. ^ B' eine gegebene Länge L hat. 

40» 



296 



2t. Sckellbachß Probleme der Variationsrechnung. 



AuflÖBunff. Der luhalt der n Trapeze )dl 

K^i— ^o)(ru+yi)+f(^2— ^i)(yi+y2)+4(^3— ^ft)(r2+y3)+••• 
• • • + i(^n - ^^i)(yn-i +yi.) -=- y> 

wahrend L=-^*o+ *^*i -f -^^2 + ••• -^««-i ist, wo -^^u=l^((^i— JPu)^4-(yi— yo)0^ 

-^*i = v'fe— ^i)' + (y2— yO')^ ^*2 = i^((^3— ^2)'+(ys— y?)')^ . . . . 

-^^rt-i = ]/((jp„ — a?„-i)^ -{- (y» ~ y«-i)') i^deutel. Differentiirt man also den 
Ausdruck : 

17= F+iL, 

nach den it— 1 Gröfsenyi,y29y3^ ••• yn-M und setzt die Differentialquotienten 
gleich Null, so erbfilt man, wenn man die Gleichung L — Ja — Js^ — Js^... 
••• — ^«^.|===0 mit binzuttimmt, im Ganzen n Gleichungen, aus denen die 
n Unbekannten yi, ys) ••• y» und ^ berechnet werden mOssen. 
Die Differentiation giebt die Gleichungen: 



^a - ^u -8A(-2^^i -^) 



(1.) 



0, 



^3 



-'.-K-^-^) = o. 






J«, 



Jm^ 



0, 



^-+'"~^-""^^osf'""is^) — ®' 



*« — • 






oder 



(1.) 



2^/Xo + ^;r„ ^2U(-^) = 0, 









Js^ 



0, 



2^x,+ ^»ar„ -2U(£^) = 0, 
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Es ist nicht unser Zwec)£, diese Gleichungen in dieser endlichen Form zu 
behandeln, sondern ihre Aufstellung liefert nur die Gleichungen, welche inte- 
grirt werden mOssen, wenn die Gestalt der Curve verlangt wird, die ein Faden 
von der Lfinge L annehmen mufs, der durch xwei feste Puncto yu «nd y„ so ge- 
legt werden soll, dars der Flächenraum zwischen ihm, den Ordinalen der beiden 
Puncto und dem entsprechenden SlQck der Abscissenaxe ein Minimum wird. 

Addirt man die m-{*l ersten der obigen Gleichungen, so erhält man 

(2.) ='...4-^-..-'x-x„-2<^-^0 = 0» 
oder, wenn man sich jetzt unendlich viele Puncto zwischen x^^ und Xn ein- 
geschaltet vorstellt, wodurch sich x^ nicht mehr von x^^ und x^^^ nicht mehr 
von x^^i unterscheidet und das Zeichen J sich in d verwandelt: 

Ganz dasselbe hfilte sich ergeben, wenn man blofs die i9i-f-lte dieser Glei* 
chungen 

(4.) 2Jx^^J'x^-2u{^) = 

herausgenommen, und fflr diesen speciellen Fall behandelt hfitte, wobei noch 
fflr a7„, Xm) ^m kurz x, y, e geschrieben werden konnte. Man bfitte so die 
Gleichung 

(5.) 2öar+a'a? — 2;io-^ = 

ZU integriren bekommen, aus welcher sich 2X'\' dX'^2X'g^ ^^ eonsl. oder 

(6.) X =r i^'+const. 
ergiebt, oder, wenn man die Conslante bestimmt: 

CT.) *-x. = »(g:-^), 

was offenbar nichts anderes als die Gleichung (3.) ist, da eben der Zeiger 
iii*|-l beliebig ist, oder diese Gleichung (3.) innerhalb des ganzen Intervalls 
von Xq bis x^ gilt, was in (7.) dadurch ausgedrückt worden ist, dafs man 
ganz allgemein x, y statt x^^ y^ geschrieben hat. 

Bezeichnet man in (6.) die Conslante durch a, so ergiebt sich durch 
weitere Integration: 

(8.) (a?-a)H(r-ft/ = ^'; 
woraus man den Kreie als die gesuchte Gestalt des Fadens erkennt. 
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Beim Übergange zam UneiQdlichkleinen verwandelt sich die Gleichung 



in 



/'«.=/-., = i./;-^,.4^. 



woraus man 



(9.) (x,-fl)(y„-*)-(j:,-ii)(yu-Ä) = +i'8iny 

findet. Diese Gleicliung^ in Verbindung mit den beiden aus (8.) abgeleiteten, 
Gleichungen > 

(100 (^o-«)^+(ro-*)' = i', 

(110 (^n-«)M-(rn-*)' = ^\ 

ist zur Bestimmung der drei Constanten a, b, X der Coordinaten des Mittel- 
puncts und des Radius des Kreises hinreichend. 

Der bloFse Anblick der Figur lehrt, dafs hier sowohl ein Minimum als 
ein Maximum der von dem Faden begrflnzten Fläche gesucht werden kann, 
und daf3 fQr beide der Radius X gleiche aber entgegengesetzte Werthe be- 
kommt. Zugleich sieht man auch ohne weitere Untersuchung der letzten drei 
Gleichungen, dafs die Aufgabe Unmögliches verlangt, wenn h eine gewisse, 
Gröfse flberschreitet oder nicht erreicht 

§•3. 
Bisher sind die Abscissen x^^ or,, x^^ ... x^^i als gegeben betrachtet 
worden. Man kann dieselben aber auch als veränderlich ansehen, und die 
Ordinalen ihrer Gröfse nach gegeben, wodurch man zur Bestimmung von x^^ 
Xz^ ^39 ••• ^it-i offenbar (n—1) Ähnliche Gleichungen wie die (1.) zur Be-» 
rechnung von y^, y,? y3i*«*>'ii«i aufgestellten erhalt. Endlich lassen sich 
sowohl die Abscissen, als die Ordinalen, als unbestimmt ansehen, so dafs 
(2n — 1) Unbekannte aus den Gleichungen (1.) und n— 1 Ahnlichen Gleichungen 

• ' * i 

zu berechnen sind, welche man aus der Gruppe (10 erhält, wenn man nur 

t, t 

Ibergange zum Ujaendlich- 

kleinen behält diese Vorstellungsart ihre volle Anwendbarkeil; denn man kann 

sich sowohl die Abscissen als die Ordinalen der Curve selbst wieder als 

Functionen einer dritten veränderlichen Gröfse vorstellen, und also sowohl 

nach X uls nach y differenlüren. Man erhalt auf diese Weise die beiden 

Gleichungen 
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• • ■ ■ • . . 

(1.) Bx-Xd'^ = und dy — JiB— = 0, 



deren Integration 

(2.) ^-« = 4^ y-* = i|f 

giebl, woraus sich unmillelbar durch Addition der Quadrate der heiden Glei- 
chungen 

(3.) (x-ay-\-(y-bf = X' 
ergiebt. 

§•4. 

Endlich kann man auch verlangen, dafs aus den n gegebenen Linien 

rayi = h yiyt = hi y^yz^^ki •.. r— ir» = '^-i «»» Polygon yoyiyi^-^yn 

gebildet werde, dessen feste Endpuncte y» und y^ Bind, und welches mit den 
Ordinaten und dem zwischen ihnen liegenden Theile der Abscissenaxe einen 
möglichst kleinen Flachenraum einschliefist. 

Der Ausdruck fflr V in (§.2.) bleibt bei diesen Voraussetzungen un- 
geändert; aber an die Stelle der einen Gleichung Lzs:iJs^i'\'Jsi'\-Js2'\- ... 
...Js„^i treten folgende n Gleicbungn: 

(1.) /^^^ =Ai^2-x,r +(y,_y,/) =/,, 

Der Ausdruck fflr 17 verwandelt sich in 

Differentiirt man U nach j?,, X2y ... a?^-i, ^i, y?, ... y«-!, so erhält man 
2(n— -1) Gleichungen, welche mit den Gleichungen (1.) genfigen, um die 
3ii— 2 Unbekannten ar^, x,, ar,, . . • «^.^, yi^yz^y^^ • . . y„.i, i«, l^^ X,, . . . l^^^ 
berechnen za können. 

Man erhält auf diese Weise, wenn blofs die m -fiten dieser zwei 
Gruppen von Differenzengleichungen dargestellt werden: 

*„H-.-^-~2(x„,.^-A„^) = 0, and 
y-...-y--2(*-.i^-*.^) = 0, oder 

» . ... 
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Bei dem Übergange zum Unendlichkleinen ergeben sieb bierans die 
beiden Gleicbungen 

(2.) öar-ß(i|i) = und ^r--5(il^) == 0, 
deren Integrale wieder die oben gefundenen 

(3.) x-.= i|r, r-» = i§ 

sind, und also auch zu dem gleichen ferneren Resultate fahren. 

S. 5. 
Um die Differentialgleichungen zu finden , deren Integration zur Lösung 
unserer Aufgabe erforderlich ist, kann man auch, statt von den endlichen Ans- 
drOcken für V und L^ gleich von den ihnen entsprechenden Integralen aus- 
gehen. Man erhalt für V und L die Ausdrücke 

also wird, wenn man die Differenzen unendlich klein annimmt, V=i:fyBx und 

L^fiex^-^-dy"), daher 

U =fycx^ ißidx" -f df). ' 

Man kann nun in ü sowohl die dx constant und die oy veränderlich 
annehmen, als umgekehrt, die dy als constant und die ex als veränderlich, 
so dafs also x und y Functionen einer dritten Veränderlichen sind. In die- 
sem Sinne kann man daher U zugleich nach x und auch nach v differentiiren. 

Diese letztere Yorstellungsweise ist die« welche zu Formeln fahrt, die 
sich durch ihre Symmetrie vor denen durch die andere Ansicht ^gefundenen 
auszeichnen^ Da es einige Unbequemlichkeit hat, bei der gewöhnlichen Be- 
handlungsweise der Probleme der Variationsrechnung gleich zwei unabhängig 
Veränderliche mit in die Betrachtung zu ziehen, so werden diese symmetri- 
schen Formeln gewöhnlich nicht aufgestellt. Es läfst sich mit Integral -Aus- 
drücken nur dann noch völlig sicher operiren, wenn man in ihnen die ein- 
zelnen Elemente wieder herauserkennt, und der Rechner thut wohl, lieber die 
einzelnen Glieder einer solchen Summe hinzuschreiben, also 
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statt fydx sa selsen. Man sieht dann recht ^t, was es heirst, den Aus- 
druck U nach x^^ x^^ ... x^^^ nnd yi, y2^ ... ^n-i zu differentiiren. Fflhrt 
man an U die Operation wirklich aus, so erhalt man die Gleichungen 

r«-r.+<|5^-|^) = o oder ero+^ö.|j = o, 
r.-r«+<^-^) = o oder er.+iö.|^ = o, 

und allgemein 

woflir dann kürzer dy-f ^^*^ = ^ geschrieben werden kann, da eben durch 

X und y, ganz so wie durch x^ und y^ , die Coordinaten irgend eines Puncts 
der Curve zwischen y^ und y^ bezeichnet werden sollen. Eben so gelangt 

man dann zu der zweiten Gleichung dx'\-ld*J^^=0. Wenn einmal der Sinn 

dieser Operationen klar aufgefarst ist, so genflgt es offenbar, ü nur nach 
Xi und yi zu differentiiren, um sogleich die gesuchten Differentialgleichungen 
zu finden. 

§• 6. 
Es werde jetzt angenommen, dars die Endpuncte des Fadeps, von 
der Länge h, sich stets auf zwei Curven befinden mOssen, deren Gleichun- 
gen 9(|^i}) = und fp\^,r{)=^0 sind, und dafs er durch n — 1 Ordinaten 
yiy >S9 ••* y»-! hindurchgehen soll, deren Abscissen nach irgend einem Ge- 
setz zwisdhen die Puncto x^ und x^ vertheiit sind ; wobei der erwähnte Flächen- 
raum wieder möglichst klein verlangt wird. 

Hier sind aufser den n — 1 Ordinaten auch noch die Coordinaten der 
Grenzpuncte Xq, y^ und x^^ y, zu bestimmen, welche den beiden Bedingungs- 
gldchungen 9>(^09yo) = und (p\x^^y„) = unterworfen sind. Man hat 
daher fflr ü den Ausdruck 

der nach yo^ yi^ yi^ ••• y« und nach ^r», x^ differentiirt werden mfifste, um 
zu II -f 3 Gleichungen zu gelangeu, aus denen in Verbindung mit den drei 
6IeichungenyV(ea?^ + a/) = L, y(a?o,y«) = 0, y'(ar,, yj = die n+6 

Unbekannten x^^x^^ 1, /i, fi^^ To^ Ti^ • • • yn gefunden werden mflssen. 
Wenn aber der Faden Ober n— 1 Ordinaten geleitet werden soll, so kann 

€reUe*s Joarnal f. d. M. Bd. XLI. Heft 4. 41 
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man aocb noch die Abscissen dieser Ordinalen als veränderlich ansehen, wo- 
durch jetst die 2ii-{-5 Gröfsen x^^ Xx^ . • • x^^ y^^ yi, . . y^^ \, /i, fi^ soi 
be& imen sind; was mitHflIfe der erwähnten drei Gleichungen und der 2#i-f 2 
aas U abzuleitenden Differentialgleichungen geschehen kann. 

Durch Differentiiren nach x^ und yi erhält man sogleich für die Form 
der beiden oft erwähnten Gleichuogen: 

(1.) öy-] ilö-|j- = und Öa^+Xö.^ = 0, 

welche fQr den Fall der Stetigkeit die 2(n— 1} Gleichungen reprä entiren^^ 
die ffir die Coordinaten der Puncto gelten, so auf dem Faden, aber nicht 
auf den Curven 9 := und 9>i = liegen. Ffir die Bestimmung dieser zwei 
Puncte murs U noch nach ar», ^09 ^n^ Yn differentiirt werden, wodurch sich, 

wenn man öVo, dx^, dx,^, vernachlässigt und -|^, |^ statt ^^^^ ^^^ 
schreibt, folgende Gleichungen ergeben: 

Nicht blofs die Rechnung, sondern schon die ganze Betrachtungsweise 
dieser Art von Aufgaben lehrt, dafs auch in diesem Falle die gesuchte Fora 
des Fadens ein Kreie ist. 

Da ^d^^^dT, = und ^dr^^Bri^O ist mid slattx-„,r„, 

07«, y^ auch fi, i}j, ^\ f{ geschrieben werden kann, so erhält man aas den 
Gleichungen C^.)* 

also 

^3^ 2 = ^ , 



woraus leicht zu sehen, dafs, wenn in (Fig. 2) BC eine Tangente an den 
Kreis BB^ und BD eine Tangente an die Curve EB, oder 9)s=0 ist, und 
von ^ ein Loth AC auf die Tangente BC gefällt wird, der Theil dieses 
Lothes AD dem entspredienden Tbeile A'D^ am zweiten Endpuncte B' gleich ist 
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Die 9 Constanten Xo, y^^ d?„, y,, l, fi, f^n a, b mflssen ans den 
Gleichungen (9. 10. u. 11.) in (§• 2.)9 ttt>s den vier Gleichungen (2.) in diesem 
Paragraphen und aus den beiden Gleichungen der Grenzcurve ^(^o^ yo)=^0^ 
^'(^«•9 yn} = bestimml werden. 

Soll zwischen den Schenkeln des Winkeis ABC^=a (Fig. 3) der Faden 
AB = L so ausgespannt werden, dafs der Inhalt des Sectors ABC ein 
Maximum wird, so wird man sich am bequemsten der Polarcoardinmten be- 
dienen. Die Endpnncte A und B des Fadens mOgen in den Entfernongen 
AC=r^ und BC=r„ befestigt gedacht werden. Bildet dann der Radios- 
vector CD = r mit AC den Winkel v, so erhält man fOr 17 den Ansdrack 

« 

der also blofs nach r^ and Vi differeotürt zu werden braucht, um sogleich die 
Form der gesuchten Differentialgleichungen zu geben. Hfltte man nfimlich 
zwischen r„ und r. die Vectoren r^, r,, r,, ... r,^, eingeschaltet, die den 
Winkeln r^ , Vj « f s « • • • ('»-i entsprechen, so hstte man fflr D die Reihe 

^= *{'*o'*iSinr,-}-r,r,sin(P,— ri)-|-r,r,8in (r,— t>j)-| \- i*»_ir,riD(r,-^r^} 

+ A{y(('-i-'*..)H4r„r,8in'irO+i/((r,-r,)»-|-4r,r,8inH(r,-i>.)) 

+ y((»-j- »•.)*+4r,r,»in'i(r,-r,))+ -. 

+ V'(('-,-r^i)H4»*»»--i8i»'*(«'.-«'-i))} 
erhalten, die, nach r, und r| differentiirt , die Gleichungen 

K»*„8inPi+ r,8in(r,-r,)) -J-A (-^^ 1_ ^ __ _|. _ u| _o, 

t (r„ r, cos », — r, r, cos (»» — p»)) + A (-2-^- — i ^ j\ ^| = * 

giebt. Diese Gleichungen lassen sich auch wie folgt schreiben, wenn man 
sogleich r und r statt r^ und v„ setzt: 
-. ^ . , , 4ilrsin*4(^tf) , , ^/ . ^ ■ 4ir8in*4(J»)\ , ^ Jr ^ 

(1.) rsm^p+ — ^r^ + ^^\r^^*'-\- — jr~^) ^'^n =* ®' 

(2.) ^,/(rr,cos^p)-fi./(-!2i|^) = o, 

Zum Unendliohkleinen fibergehend, verwandeln sich diese Gleiehsngen in 

(3.) rör-f i^ - Aa .|j^ = und 



(4.) ^ö.r« + AÖ.I^=0; 



41 
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welche man auch sogleich aus der suerst fOr ü aufgestellten Gleichnng 

durch DitFerentiiren nach ri und Vg erhalten wflrde, wenn man nach der Aas- 
fQhrung dieser Differentiation r nnd v statt r^ und Vg setzte und beim Diffe» 
rentiiren ör^, do^^ so wie ör^, dvi in rg — r^^^ «?i — «^o? '"a — ^i^ ^2—^i 
anflösete. 

Zur Auflösung der Aufgabe dient schon eine der Gleichnngen (3.) 
und (4.)i nber es ist, wie schon bemerkt, fflr die Symmetrie der Rechnung 
besser, sie beide aufzustellen. Die Integration von (4.) giebt, wenn man 
durch o^ die Constante bezeichnet, 

(5.) r^+2lf^§^ = i^. 

So 
Setzt man den Werth von g— ans diesen Gleichnngen in (3.), so erhalt man 

die Gleichung 

Art dr^ dr a^dr ^ 

in deren Integral 

(6.) 4i?^^2b'-^-r^ 

26^ die Constante der Integration ist. Setzt man den Werth von ds ans 
dieser Gleichnng in (5.) 9 so findet sieb 

(a*—r*)dr 



(70 ör = ± 



r7(2ÄV— «*— r*) 

Das Integral dieser Gleichung Ififst sich, wenn c die neue Inlegrations- 
Constante ist, auf die Form 

(8.) r^-2r|/(i(a^+ft^))cos(r-c) + i(fl*+ft^) = i(6'-ii^} 
bringen und zeigt, dafs der Faden die Form eines Kreises annehmen mufs, 
dessen Radius y^(i(^ — ^)) ist. Man erhfilt ferner 

(9.) i.=/a;/(i + ^) 



Va (*' - «*)) jarc cos ^g«_**.^ - arc cos ^g«_^1^ } 



Setzt man in (8.) erat r = To und dann r = r^^ so ergeb«i sich zwei Glei- 
chnngen, ans welchen, in Yerbindong mit der lotsten, die drei Constanten a, 
b, e bestimmt werden mflssen, dnrch welche sich dann der Radius nnd die 
Coordinaten des Mittelpnncts des Kreises finden. 
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§. 8. 

Aufgabe. Durch die Puncte B ond B\ deren rechtwinklige Coordi- 
naten OJ[ = arü, -Jfl = >ü «öd OA' = x„^ A'B' = y„ sind, ein Polygon von 
H Seiten BYB* so zu legen, dars es bei einer Drehung um die Abscissen- 
axe OA die kleinste Oberflfiche beschreibt. 

Auflösung. Bezeichnet man wieder die Coordinaten der Pnncte JBi, 
Ä2» ••• Ä^-i durch 07, , x^^ ... x^^i und y,, ^2^ ••• y«-i und die Seiten 
BB^^ BJBi^ ... B„^iB' durch ^«0^ ^^'n ^^9 • • • ^^n^i^ so ist die Function, 
welche zu einem Minimum gemacht werden soll: 

= 2n:SyJs^7tSJyJs. 
Beim Übergang zum Unendlichkleinen verwandelt sich U in 

(1.) U = 2njyds. 

Man kann sich nun, wenn die Aufgabe mit endlichen Gfröfsen gelöset wer- 
den soll, offenbar vorstellen, dafs entweder die Puncte A^^ J29 • • • ^n-i 
eine feste Lage haben und nur die zugehörigen Ordinalen zu bestimmen sind, 
oder amgekehrt, dafs diese gegeben sind und jene gesucht werden sollen, 
oder auch, dafs sowohl Abscissen als Ordinaten, den Bedingungen der Aufgabe 
gemtfs, berechnet werden müssen. Demnach kann man also das Integral 

yds entweder nach Xi differentiiren und die y. als constant ansehen , oder 

nach yi ond die x als constant betrachten, oder endlich nach Xg und yi zu- 
gleich differentiiren, wodurch man dann zwei Differentialgleichungen erhält. 
Bei der gewöhnlichen Behandlungsweise der Probleme der Variationsrechnung 
kommt man häufig in Versuchung, ein Integral so behandeln zu wollen, als wäre 
ds constant, aber offenbar ist dies bei der Aufstellung der Differentialgleichungen 
fBr diese Sphären von Aufgaben nicht gestattet ; denn wenn ds constant wäre, so 
hiefse das, im Falle endlicher Gröfsen, der Aufgabe die Bedingungsgleichungen 

hinsnfflgen, wo i^, /|, /2, ••• /|,.i Constanten sind. Dadurch bekäme aber, 
nach dem was wir (§. 4.) sahen , U die Gestalt 

(2.) ü ^fyds^flhs, 

y« yo 



ß' 
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in welchem Aosdrueke aatflriich abermals es nicht ab constant betrachtet wer- 
den dflrfte, selbst wenn die Constanten / alle einander gleich wAren. Sind 
dagegen die Differentialgleichungen erst anfgesteilt, so kann bei ihrer Inte- 
gratioa auch ds als constant angesehen werden. 

Differentiirt man jetzt, zu der eigentlichen Aufgabe surdckkebrend^ 
(1.) nach Xi und yi^ so erhält man 

C3.) yo^-ri^ = oder ö.y|£ = 0, 

(4.) ö#,+r«^-r.^ = oder ö«-ö.y^ = 0. 

Jede dieser Gleichungen genflgt, um sogleich zu sehen, dafs die Curve, welche 
bei ihrer Drehung um die Axe der x die kleinste Oberfläche erzeugt, eine 
Kettenlime ist; denn das Integral der ersten der beiden Gleichungen 

(5) rg7 = «. also dx = ± ^(^t J!«*) ^ 
von welcher Gleichung das Integral zu der Gleichung der Kettenlinie 



(«.) 



f = <4«">K-) 



fahrt. Setzt man hier fflr x und y ihre beiden Grenzwerthe x^ und Vo und 
^11 9 Yn^ SO erhält man zwei Gleichungen zur Bestimmung der beiden Con-- 
stauten a und b. 

Man sieht leicht, dafs auch in dem Falle, wenn die Linie BYB' eine 
ifegebene Länge hat, die gesuchte Curve eine Keftenimie ist, deren Gleichung 
sich ans (6.) ergiebt, wenn blofs y'{\l statt y geschrieben wird. 

§. 9. 

Aufgabe. Die Curve BB' (Fig. 2), von der gegebenen Länge L, 
deren Endpuncte stets auf zwei Curven EB und E^B' bleiben mflssen, soll 
bei ihrer Drehung um AA' eine Oberfläche bilden, welche mit den beiden 
Kreisflächen, deren Radien AB und A'B' sind, einen möglieket grofken oder 
auch möglichst kleinen Raum einschliefst 

Auflösung. Sind die Gleichungen der beiden Grenzcunren wieder 
^(^^ij)s=0 und 9\^,ff)^=0^ so wird, ganz ähnlich wie in (S-^Oi 

man den Factor n von dem Integrale /y^dx wegläbt: ' 

U ^fy^dx^xß{Bx''^By^)^tiip{^,ri)'\rf^'v'^ 
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wenn man die Coordinaten der Poncte B und B' durch §, ij und S\ V ^^^ 
leichnet; wofOr früher d^u, y» und j?„, y„ geschrieben war. 

Die Differentiale von U nach Xi und y^ geben 
(t.) y'_y^4-A(|£i_|£t) = o Oder ö.y- + ia.|^ = und 

(2.) 2y,ex+x(|^-|^) = oder 2rax--4ö.-g =0. 

Von diesen Gleichungen folgt stets die eine aus der andern durch eine 
sehr einfache Operation , daher bedarf man zur Lösung der Aufgabe nur einer 
von beiden. Im gegenwArligen Falle zieht man z. B. ans (1.): 



und da 



2ydydx-\-i.dxd'^ = 0, 






also 

ist» 80 folgt aus dieser und der vorletzten Gleichung auf der Stelle (2.)- Das 
Integral von (1.) ist 

(3.) f+X^^a\ 
woraus 

folgt. Die Linie BYB' mufs also die Gestalt einer elastischen Feder annehmen. 

Es sind nun noch die Coordinaten §, y und 1^ ^ der Endpnncte su 
bestimmen. Differentiirt man 17 nach diesen GrOfsen, so erhält man die zu dieser 
Bestimmung erforderlichen vier Gleichungen; wobei man sich erinnern mnfe, 
dafs |j ti, i', ti'ß an die Stelle von 0^09 Xu^ ^1.9 y» getreten sind, also dx^ 
aas Xi—i, öa?„-a «ws f' — ^,-11 dy^ ans yi — ti und öy^-i aus rf — y^^i 
besteht Es wird also 

Durch Elimination von l, n, /i^ folgt aus diesen Gleichungen, ähnlich wie 
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iri ( §. '3.) : 



(6.) ^- ^ 



was ebenfalls eine geometrische Bedihgang ausspricht , welcher die Lage der 
Endpnncte unterworfen ist. Die Constanten werden auf eine Ähnliche Weise 
bestimmt , wie in (§. 6.) angegeben wurde. 

§. 10. 

Wir wollen jetzt diese Art von Aufgaben ans einem etwas allgemei- 
neren Gesichtspuncte betrachten. 

Wäre die Function V^ welche zu einem Maximum oder BBatmum 
gemacht werden soll, von der Form 

f{x,,, ^Xo)+/^(ar,, Jx,)+f{X2, ^ar,) + - -f A^«-», ^^n-i) + A^i-« ^^.-i). 
oder kürzer geschrieben: 

wo also die n — 1 Gröfsen Xi^ x^^ x^^ ... x^^^ bestimmt werdmi aritssen, 
so würde man, nach Dem was bisher Aber dieses Problem gesagt worden, die 
fi — 1 dazu erforderlichen Gleichungen finden, wenn man die Differ^itialquo- 
tienten dieses Summen - Ausdrucks , nach diesen Unbekannten genommen, ein- 
zeln gleich Null setzte. Man wflrde also erhalten: 

9» + Ml>_Ä = o oder _M1)_ _ ^ . «021 = o 

dJx^ * ÖJTj dJx^ dxi ß^^9 ' 

M*)xMi_öM=o oder -MB--j.^ß^ = o 

und allgemein ^g^ - J^ ^ = 0. 

Diese Gleichung reprisentirte also irgend eine dieser n—i Gleichungen« 

Beim Übergang zum Unendlichkleinen, wo ( ■ ' nicht von ^ 

verschieden ist und wo Jx^ sich in dx^ verwanMt, konnte mai diese 
Gleichung auf eine vollkommen verstSndliche Weise ganz allgemein dtareh 

'Sx *d.dx 

bezeichnen* 
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WSren aurser der Gruppe x^^ x^^ x^^ ... x^^i noch andere Gruppen 
von Unbekannten zu bestimmen , erschiene also etwa V unter der Form 

V = Sf{x, dx, y, 8y, z, ö«), 
so bitte man aufser (1.) offenbar noch zwei andere solcher Gleichungen: 

oy cf,oy oz o.oz 

Die Integrale dieser drei Gleichungen würden dann das Problem lösen. 
Ich will jetzt annehmen, V wäre von der Form 

f{x,,^Xi—x^,,X2—2x,-\-x^)-\'f{Xi,Xr—x^^j^'^2x2'\-x,) 
oder 

f{Xi,, Jx^^ J'Xo) +A-^i, Jx^^ '^^'i)i-f(^^^X2^ ^a?a)-j 

was wieder kurz durch A0)+/^(^)"i"A(2) + ***+A^"^2) bezeichnet wer- 
den soll. 

Die Unbekannte x^ kommt nur im ersten und zweiten Gliede, aber X2 
kommt in den drei ersten Gliedern vor, aus welchen V besteht. Da nun jede 
der folgenden Unbekannten x^^ x^^ . . ., bis zu ^r^.,, stets in drei Gliedern der 
Summe erscheint, so braucht man nur nach X2 zu differentiiren , um sogleich 
die allgemeine Form der Differentialgleichung zu finden, deren Integral das 
Problem löset. Es findet sich 

jm. + jWL_2JM. + M?)_JA!L4.,Ä._0 oder 

d.J^x^ ' d,Jx^ ö.J'jT, ' 9x, d.Jx^ ' o.J*x^ 



Bf(2) j dfji) , ^ am ^ Q 



Diese Gleichung verwandelt sich beim Übergang zum Unendlichkleinen in 

Ganz ähnliche Gleichungen wflrde man fOr y, z^ ... erhalten, wenn V von 
der Form 

y = ^f{x, dx, d^x, y, 6y, S'y, z, dz, 8% . . .) 

wfire. Man sieht ohne MQhe, wie diese Formeln weiter fortzusetzen sind. 
H&tte V z. B. die Gestall 

V = £f{x,Jx,J^x,J^x), 

so würde Xi in zwei Gliedern der Summe vorkommen, X2 in dreien, rr, und 
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alle folgenden, mit Ansnabme der drei letzten, in vier Gliedern. Man mflfste 
daher nach Xt differentiiren, um die znr Integration erforderliche Differential- 
gleichung zu erhalten. Schreibt mau die vier ersten Glieder der Summe 
wirklich hin und fahrt die Operation des Differentiirens aus, so erhält man 

am j em I j^ em j^ am _ Q, 

welche Gleichung beim Obergang zum Stetigen 

giebt. 

Was zu thun ist, wenn die Function f noch andere Unbekannte ent- 
halt und wie diese Formeln fortschreiten, wenn in ihr noch höhere Differen- 
tiale vorkommen, ist aus dem bisher Vorgetragenen völlig ersichtlich. 

Enthalt die Function f, welche unter dem Integralzeichen vorkommt, 
aofiwr den Gröfsen x, y noch die Differentiale erster Ordnung dx, dy die- 
ser Gröfsen, so ist f in Bezug auf diese Differentiale stets eine homogene 
Function derselben ersten Grades, so daft also, wenn man dx und 8y kurz 
durch x' und / bezeichnet, dem bekannten Satze yon den homogenen Func- 
tionen gemflft, stets 

ist. Differentiirt man diese Gleichung vollständig nach x, y, x\ ^ , so er* 
giebt sich 

oder 

Dieser Satz gilt offenbar' fOr beliebig viele Unbekannte. 

Ware z. B. f eine Function von x^ y, z, x^, y, z* und in Bezug auf 
die drei letzten Differentiale homogen vom ersten Grade, so erhielte man ganz 
auf dieselbe Weise die identische Gleichung 

Die Gleichungen 
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stehen daher die dritte GleichoDg 

von selbst nach sich, so dafs, wenn z. B. f auch drei Gruppen von ver- 
änderlichen, oder in unserem Sinne, unbekannten Gröfsen enthalt, doch nur die 
DifTerentialgleichungen fflr zwei derselben aufgestellt zu werden brauchen und 
die dritte von selbst aus diesen beiden fliersL 

Diese Bemerkung ist fOr das Folgende nicht ohne Wichtigkeit. 

§. 11. 

Bei der Lösung der folgenden Aufgaben werden wir uns nun stets 
dieser allgemeinen Formeln bedienen. Da fflr den Fall endlicher Gröfsen 
Aufgaben dieser Art fast nie gelöset werden können und der Ausdruck fttr 
U gewöhnlich eine wesentliche Vereinfachung erfahrt, wenn man in ihm nur 
unendlich kleine Differenzen einfährt, so werden wir kflnAig immer sogleich 
die Differentiale statt der Differenzen setzen. 

Aufgabe. Zwischen den festen Pnncten A und A' (Fig. 4) eine Curve 
9U zeichnen 5 deren KrOmmungshalbmesser AB und AB mit ihr und ihrer 
Evolute BCB^ den kleinsten Flächenranm einschliefst. 

Auflösung. Dieser Flachenraum wird, wenn q der Krflmmungs- 
haihmeaser und ds das Bogen-Element ist, durch das Integral {/gds ansge« 

drückt. Nimmt man fflr p den Ausdruck 5—^, 5—51- "öd bezeichnet den 

Nenner dieses Bruches durch z, so wird, wenn man den Factor \ weglAfst, 

Wenn V, wie in diesem Falle, weder x noch y, sondern nur ihre Diffe- 
rentiale enthalt, so fflllt in der Formel (3. §.10.) das erste Glied weg und 
der. Rest führt unmittelbar zu dem Integrale 

Im gegenwärtigen Fälle, wo wir x und y als veränderlich ansehen wollen, 
erhalten wir noch eine zweite solche Gleichung, in welcher y an die Stelle von x 
tritt. Werden diese Gleichungen für unsere Aufgabe benutzt, so ergiebt sich 

(2.) i^_i^_ö.ii^ = fl = i^-i^-öra.|^, 

42» 
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Nachdem diese Gleichungen entwickelt worden sind, darf man ds con* 
stant annehmen, so dafs also dxd^X'\-dyd^y=0 ist und sich hierdurch z 

oder dxS^y—dyS^x in - ^^ ^ oder ——^ verwandelt und die Gleichun- 
gen (2.) und (3.) in 

(4.) — --^ ds^dyd*— = a und 

(5.) l^-|-ö««öxÖ.^ = * 

abergehen. Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sieb sogleich 

(6.) 2d(^ = hB'x — aS'y, 
wovon die beiden Integrale 

(7.) 2.+8. = ^-^, 

(8.) Ä^-f-2a«-f-/? = bx ~ ay 
zur Gleichung der Cyklotde führen. Zur Bestimmung der vier CoBStanten 
müssen, aufser den Coordinaten der beiden festen Puncte A und A', noch 
die Tangenten in diesen Puncten oder die Länge der Krümmungshalbmesser 
oder zwei andere Bestimmungsstflcke der Curve gegeben sein. Man wird 
übrigens nicht ohne Nutzen diese Behandlungsweise der Aufgabe mit den ziem- 
lich umstflndlichen Rechnungen in dem Bulerechen Werke über die isoperi- 
metrischen Probleme, oder bei anderen Schriftstellern über denselben Gegen- 
stand, vergleichen. 

§. 12- 
Wenn die Curve gefunden werden soll, welche durch ihre Umdrehung 
um die Axe der x eine Oberllficbo erzeugt, die bei der Bewegung in einer 

Flüssigkeit den kleinsten Widerstand erfährt, so mufs das Integral /^^-^ 

zu einem Minimup gemacht werden. Da in diesem Ausdrucke nur dx vor-- 
kommt, so erhfilt man nach (1.) in (§. 10.) sogleich das Integral 

df _ 



d'dx 



a. 



also hier 



{dx^+dyy ~ 



oder, für ^ = /> 



0.) r = -^ü+i!i:. 
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Es ist aber dx = — oder 

Das Resultat der Elimination von p aus diesen beiden Gleicbungen wflrde die 
Gleichung der gesuchten Curve sein. Sollte der Inhalt des erzeugten Körpers 
oder seine Oberfläche eine gegebene Gröfse haben, so roflfste man auf be- 
kannte Weise die Ausdrücke 

behandeln. 

§. 13. 
Aufgabe. Von der Curve £^B aus (Fig. 2) soll ein Punct, durch die 
Schwere getrieben, so schnell als möglich auf dem Wege BB\ dessen Lfinge 
L ist, nach der Curve BB' gelangen: es ist die Bahn BB' und die Lage 
der Pnncte B und B' auf den beiden Curven zu bestimmen. 

Auflösung. Wirkt die Schvrere im Sinne der y nach unten, mit 
der Intensität g, und öbt der bewegte Punct auf seine Bahn den Druck p aus, 
so sind bekanntlich die Bewegungsgleichungen 

rA ^ d*x dy 9V öx 

(1.) w^ptb" äF=--''ör-^- 

de 

Ist V die Geschwindigkeit des Puncts zur Zeit /» also -^ = ^^ ^0 ^rhfilt 

man als Integral dieser beiden Gleichungen: 

(2.) r^ = c-2gy. 

Die Gleichungen der beiden Grcnzcurven mögen 9>(l>^)^==0 und 
9>'($^ V} = sein und der Punct bewege sich schon, ehe er auf die Bahn BB' 
gelangt, mit einer Geschwindigkeit ff, die eine Function der Coordinaten seiner 
Lage Ist, so ist, wenn ^ und r/ die Coordinaten ron B sind, nach (1.) 

p" = c — 2gri, 

also 

(3.) t^ '^ g^J^2g(ri^y).- 

Es sei Q eine Function der Coordinaten f und 17 des Puncts in der 
Curve Btl, in welchem sich der bewegte Punct befindet, so dafs also etwa 
^'s=2gf{S,v) oder, wenn man /"(f, 17) durch h bezeichnet, ^^=i2gh ist. 
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Dadurch verwandelt sich (3.) in 

oder, wenn man A-fi? — y = tf setzte in 

p" = 2^11; 

da 1? = ^, so ist /= /^= 772"t/7J'* ^^^ '*"'* *^ Z6it, in welcher 
der Punct von B nach B' kommt, ein Minimum werden soll, so ist, wenö 
man den Factor ^ in l mit begriffen sich vorstellt, 



U=-/y^-\-\fd»-]-fup+^V. 



Hieraas erhAlt man nach (1. §. 10.) 1 da ir in ti nicht vorkommt: 

Darob Differentiiren nach y ergiebl sich aas derselben Formel: 

(5.) j9i_ö(J^^A^)=0. 

Von diesen Oteichnngen ist (4.) zur Bestimmung der Bahn hinreichend. 
Man erhalt aus dieser Gleichung (4.), da ti = Ä-f ^ — y, also 5« = — öy Ist, 



(6.) :r = a/- ^^'^ 



ein Ausdruck, der sich endlich integriren lAfst. 

Fflr X = ergiebt sich offenbar die Gleichung einer Qfkltilde. Be- 
kanntlich ist die Cyklolde wegen dieser Eigenschaft Brachistackrone ge- 
nannt worden. 

Wären die Puncte B und B' durch die Coordinaten §, ij und S', V 
gegeben und man bezeichnete das Integral in (60 durch F{y)^ so da(^, wenn 
b die Constante der Integration ist, diese Gleichung durch Ar=: J^(>*)-f 6 dar- 
gestellt werden könnte, so hfitte maii die beiden Gleichungen 

(7.) i = F(y) + b und |' = F(y')-fJ, also r-i = F(y')- F(y). 

Aus dieser letzten Gleichung und aus 

(8.) L => = ye<H^) = A.t»it'ff-.'..) 

mflssen die Constanten a und l bestimmt werden. 

Sind aber die Puncto B und B' auf den beiden Cnrven EB und E'B' 
beweglich, so mäsaen §, ij und S', r{ erst gefunden werden. Die dazu 
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eiforderliche Gleiohttiig erhfllt man, nach Dem was biatier entwickelt worden 
ist, wenn man die Differ^Q^sl^^otienten von U nach diesen vier Gröfsen gleich 

Null seist. Dabei ist an bedenken, dalis, wenn man das Integral yd« (^-fx) 
in seine Tbeile 

seriegt, die Gröfte | nur In dem Elwnente ö*b=* /((*i — f )H (ri — *?)*)? aber 
in allen den Elementen «o, t(i, t^, . . • «—i vorkommt; denn diese GrOfsen ent- 
halten noch §, iBU = A-\-i] — y and h eineFnnction von i and tj ist. Eben so 
verhält es sich mit der Gröfse 17. Aber I' kommt nur in dem Elemente 
ö*,_i = y'((J'— x„_,)»+(V — y,^)*) vor, and eben so verhalt es sieh mit ij', 
welches anfserdem nur noch in dem Elemente t(i.-i==A-f ^-^ V erscheint 
Mit Rdoksicht hferanf erhilt man 

Nach (50 ist aber, mit Rflcksicht auf (4.)) 

Wenn man also das Integral zwischen den Grenien B und B* nimmt, was 

angedeutet werden soll, so erhalt man 

V'j = «KS)'-(S).I' 

also verwandelt sich die obige Gleichung in 

(9.) ^| = «+.|^Kg)-(|)J. 
Durch DUFerentiiren nach tj erhfilt man ferner aus U: 

oder 



Da ^SS-{-^^^0 vnd ^dl4-0di} = d« ist, so erhSlt man ans (9.) 
nnd (10.) 

(11.) «+5,(g).+a^Ki)'-(S).l = ö- 
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Darcb DifferentKren nach S' ond rf ergiebt sich aus Ü, auf eine jetst völlig 
verslfindliche Weise, 

("•) "'f + CT^ + Odr)' =0 .der Z'f +« =0, 

indem nämlich — j^ als unendlich klein gegen die übrigen Glieder, vernachlAssigt 

werden kann. Eben so wie man (11.) ans (9. und 10.) erhalten hat, findet 
sich ans (13. und 13.): 

(14.) ör+ov(g)' = 0. 

Ist nun zunächst A conslant, und enthält nicht $ und i;, so ist Das, was 
in (11.) du genannt worden ist, nichts anderes als di?; daher verwandelt 
sich in diesem Falle (11.) in 

(15.) dnSvi^y = 0; 

was in Verbindung mit (14.) zu der Gleichung 

Ö5_ öf 



C*60 3, - s^ 



t tj^f 



fahrt. Also sind die Tangenten B und B' an die Curven BE und B'E 
einander parallel, und die Bahn, welche der fallende Punct durchläuft, steht, 
vermöge (14.), in B' auf der Curve B'E' senkrecht. 
Ans (4.) ist 

Hat der fallende Punct bei seinem Ausgange von B keine Geschwindigkeit. 

so ist A = 0, also y-J^J =0; das heifst, das erste Element der Bahn ist 

von B nach A gerichtet oder senkrecht. 

Ist aber A nicht constant, sondern ist der Punct von einer gewissen 
Constanten Höhe x aus bis zum Puncte B gefallen, so wird 

P' = 2sf{x — ri), 
also ist h = x — r] und ti=:;f — i^-j-?; — y=ix — y und öti = 0; daher ver- 
wandelt sich in diesem Falle (11.) in 

(17.) öHö<^)=0; 
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was in Verbindung mit (14.) lehrt, dafs die Bahn BB^ auf beiden Grenz-^ 
curven senkrecht steht. 

Diese Rechnungen wärden nicht viel schwieriger werden^ wenn man 
annähme, dafs der Punct bereits in der Curve BE herabgefallen und dann 
auf BE flbergegangen wfire, wobei der Verlust an Geschwindigkeit bei diesem 
Obergange mit in Rechnung gebracht werden mOfste. 

Es ist noch besonders hervorzuheben, dafs bei der gewöhnlichen Be- 
bandlungsweise der Probleme der Variationsrechnung die Gleichung (5.) nicht 
entwickelt wird und diese Gleichung sur Bestimmung der Bahn des fallenden 
Punctes nicht immer erforderlich ist, sich aufserdeni auch aus (4.) ableiten 
läfst; aber bei der Bestimmung der Grenzpuncte sind beide Gleichungen fast 
immer nöthig; wie es auch die folgende Aufgabe zeigen wird. 

§. 14. 

Aufgabe. Die Brachistochrone im widerstehenden Mittel zu finden. 

Diese Aufgabe gehört bekanntlich zu den schwierigsten der Variations- 
rechnung, und ihre Behandlung nach der Methode dieser Rechnung erfordert 
eine so bedeutende Kraft der Abslraction und eine so klare Einsicht in das 
Wösen der Functionen, dafs selbst Lagrange bei der ersten Behandlung des 
Problems in einen Fehler verfiel und nur wenige Mathematiker die Nothwen- 
digkeit der eingeschlagenen Operationen durchschauen mögen, um sie mit Sicher- 
heit in ähnlichen Fällen zu benutzen. Wer den Werth der hier verfolgten 
Methode zur Lösung der Probleme der Variationsrechnung richtig würdigen 
will, braucht sich nur in das Labyrinth der Lagrange*schen Speculationen zn 
vertiefen und dann die einfachen Wege damit zu vergleichen, die zu dem- 
selben Ziele führen. 

Unter denselben Bedingungen wie in (§. 13.) soll wieder der Körper 
von B (Fig. 2) so schnell ah möglich nach B' gelangen; aber wir wollen 
uns jetzt vorstellen, er nehme während seines Laufes verschiedene gegebene 
Geschwindigkeiten Vi^ V2^ v^^ . . . v„ an, welche in den Puncten fii, Bz^ 
03, ... B^, deren Lage erst gefunden werden mufs, Statt finden sollen. Wenn 
der Punct im leeren Räume fällt, so hangen bekanntlich die Geschwindigkeiten, 
die er in den verschiedenen Orten seiner Bahn annimmt, nur von der Entfernung 
dieser Puncte von der horizontalen Linie ab, in welcher seine Geschwindig- 
keit Null war, oder seiu wurde., wenn er zu ihr gelangte. Schreibt man dnher 
einem so bewegten Puncte die Geschwindigkeiten in den einzelnen Orten seiner 

CreUe*i Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 4. 4'd 



318 ^^' Schellbackj Probleme der Variatiomrechnung. 

Bahn vor, so ist dadurch diese Bahn schon selbst bestimmt. Soli z.B. die 
Geschwindigkeit in demselben Verhfiltnifs wie die Länge des durchlaufenen 
Weges wachsen, so mufs sich der Punct in einer CjfkloHde bewegen. Anders 
verhalt es sich, wenn die Bewegung des Puncts durch neu hinzutretende Ele- 
mente, wie z. 6. durch den Widerstand eines Siediuws, ver&nderl wird. 
Diesen letztern Fall wollen wir untersuchen, und z.B. annehmen, der Wider- 
stand sei irgend eine Function der Geschwindigkeit des fallenden Puncts. 

Da die Geschwindigkeiten t^i, Tj, ... 9, gegeben sind, und der Punct 
diese Geschwindigkeiten zu den Zeiten <^, fa^ '39 ••• in annimmt, so hat man, 
wenn die Zeit vom Anfang der Bewegung von B aus gezählt wird, die 
Gleichungen 



V, - - - v. 



Ö£n-. 
9it 



1 



woraus 



folgt. Setzt man lieber v\ ss 2^ti|, t>\ = 2$rti2, . . . t;^ = 2^u^ , wo ti| , t/2 , . . . ti„ 
die zu den entsprechenden Geschwindigkeiten gehörigen Fallhöhen bedeuten, 
so mufs das Integral (1.) ein Minimum werden. 

Die Bewegungsgleichungen sind nun, wenn p den Druck auf die Bahn 
und gw den Widerstand des Mediums bedeuten , wo w irgend eine Function 
der Geschwindigkeit ist: 

ö*jr dy dx öV dx dy 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen den Druck p, so erhält man 

■st) = p* = 2gu setzt , 

(2.) Bu-\-dy-\-wds = 0. 
Diese Gleichung reprSsentirt die n Gleichungen 

"i — «ü+ri — »/-j-M'iö*,, = 0, ö«,+ öy,4-M>,6«i = 0, 
ÖM2 + öy2 + w,a*, = 0, ... ö«._i+ör„_i+tr„Ö*,_, = 0, 
wo «0 die Fallhöhe bedeutet, welche der im Ausgangspuncte Statt findenden 
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Geschwindigkeit entspricht, und die Widerstände Wi^ w^^ w^^ ... w„ Func- 
tionen der ihnen entsprechenden Fallhöhen tfi, ii,, u^^ ... u„ sind. 

Multiplicirt man diese n Gleichungen mit den n Constanten A^, li^ >t2, ... 
A^_i und stellt die Summe dieser Producte kurz durch fl\du'\-dy'\-wds] 
vor, so erhält man für U den Ausdruck 

In diesem Ausdrucke sind also nun die Gröfsen u und w als gfinslich 
unabhängig von x und y zu betrachten. Man erhält daher durch Differentiiren 
nach X und nach y, unter Benutzung der Formel (1.) in (§. 10.), da hier 
nur die Differentiale von x und y vorkommen^ sofort: 

C3.) (^t-+:^)|f =«^ 

Eliminirt man k aas diesen beiden Gleichungen, so findet sich mit Hflife von (2.): 

X =r apj- p-jli und 

^y- f "'(^'^+7!r)^* r du 

Da nun u^ als Function von u gegeben ist, so erhält man aus diesen beiden 
Gleichungen die Coordinaten der gesuchten Curve, wenn man dem u alle mög- 
lichen Werthe beilegt. 

Um 1^ rj, §', r{ zu finden, mufs V noch nach diesen Werthen dif- 
ferentiirt werden. Nach (1.) kommen die Coordinaten in dem Nenner des 

-T— gar nicht vor; nur das erste und letzte Element des Zählers 

d«o und d«„.i enthält sie. Eben so wenig finden sie sich in w. Nnr im ersten 

und letzten Theile des Integrals /i(dtf-f-dx-('^^^) ^"^ ^(•'i— «'ü-|-yi~^+*^ü^*) 
and in A^-i(f« — ««.i-fV — yn-i+«^«-iö*«-i) erscheinen sie wieder, nämlich 
in «uV ^9 d#o und in r{, ds^^i. Man erhält daher / 

und 
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Da ||ß$-f 1^017 = and ^BS + ^dri^ du,, Ist, so ergiebt sich aus 

diesen beiden Gleichungen: 

(8.) ad^ibd7j-{-lodu,, = 0. 
Ferner ergiebt sich 

und 

(*«•) ''■f+7fe:;+'-fe+'- = » »*" '•':^+' = «). 

woraus sich eben wie (S.) 

(11.) acis'+b8i = 
findet. 

Hat nun der fallende Punct auf der Curve BE keine Anfangsgeschwin- 
digkeit, so ist ti<j=:0; daher fahren in diesem Falle die beiden Gleichungen 
(8.) und (11.) zu der Gleichung 

Hat dagegen der Punct, wenn er von der Curve BE ausgeht, dieselbe Ge- 
schwindigkeit, die er erhallen haben würde, wenn er von einer beliebigen con- 
stanten Höhe A bis zu dem Puncte B gefallen wfire, so ist u^=^h — tj, also 
dUii=—dr], und (8.) verwandelt sich dadurch in 

adg'\'(b-K,)drj = 0. 

Nach (3.) und (4.) ist aber b — i^=za\^j ; daher wird in diesem Falle: 

(13.) ßifa^(g)^ = o. 

Die Gleichungen (12. und 13.) sind aber ganz dieselben wie (16. und 17.) 
in (§. 13.), daher gelten auch fflr die Brachistochrone im widerstehen- 
den Mittel dieselben Grenzbedingungen , wie für die Brachistochrone in 
der Leere. 

Wer sich die Mähe geben will, hei Lagrange^ in dessen „Vorlesungen 
über die Functionen -Rechnung'' oder bei irgend einem andern Schriftsteller 
über denselben Gegenstand, die Behandlung dieser Aufgabe nachzulesen, wird 
es gerechtfertigt finden, wenn ich schon hier bemerke, dafs sich durch das 
gegenwärtige Verfahren der gröfste Theil der umfassenden Gedanken, welche 
Lagrange in seine Formeln gebracht hat, durch eine sehr kleine Zahl ganz 
einfacher Vorstellungen ersetzen läfst. 
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§. 15. 
Es lAfst sich auf eine ähnliche Weise die Aufgabe lösen: zu sagen, 
welche Bahn der Punct unter denselben Bedingungen wie in (§. 14.) zu durch- 
laufen hat, wenn er von der Curve BE in einer gegebenen Zeit auf dem 
möglichst kürzesten oder länysten Wege nach der Curve B*E* gelangen 
soll. Hätte man in (§. 14.) noch die Bedingung hinzugefügt, dafs der CanaL 
in welchem der Punct sich bewegt, eine bestimmte Länge haben soll, so wäre 
zu V noch das Integral v/Bs hinzugekommen und man hätte den Ausdruck 

oder 

U = /{ho -f J. + v) ö* +yi (an + By) -\-uip-{ tJif! 

zu behandeln gehabt, der fflr die Entwicklung der nöthigen Gleichungen eben- 
falls keine gröfsere Schwierigkeit hat, als die Aufgaben in (^§. 14.). 

Aber ganz dieselbe Rechnung würde zu gleicher Zeit die oben ge- 
stellte Aufgabe lösen; denn ihren Forderungen gemäfs erschiene in U der 

DxeA J ds'\^vl --r-^ statt dafs hier /^ -f- y /o6* vorkommt; was sich offen- 
bar blofs durch die für die Consianten gewählten Buchstaben von einander 
unterscheidet. Es ist nicht unwichtig, diesen Dualismus bei den Aufgaben 
über Maxiina und Minima im Auge zu behalten, weil man dadurch öfters zu der 
allgemeinsten Auffassung des Problems geführt wird. 

§. 16. 

Aufgabe. Unter denselben Bedingungen wie in (§.14.) soll die 
Gestalt des Canals (Fig. 2) SB' von gegebener Länge L so bestimmt werden, 
dafs der bewegte Punct in der bestimmten Zeit T mit der möglichst gröfslen 
oder kleinsten Endgeschwindigkeit in i?' anlangt. 

Obgleich hier die verschiedenen Fallhöhen i/u, tii, t/j, ... sämmtlich 
als unbekannt angenommen werden müssen, so lassen sich doch, nach der 
Schlufsbemerkung (§. 10.) die beiden allein erforderlichen Differentialgleichun- 
gen finden, wenn man den Ausdruck für U in (§. 15.), der für die vorlie- 
gende Aufgabe ebenfalls ganz unverändert benutzt werden mufs, nur nach x 
und y differentiirt. Die Gleichungen, welche so entstehen, sind denen in (§• 14.) 
ganz ähnlich und die weitere Rechnung, welche hier übergangen werden kann, 
unterscheidet sich nur durch die Bestimmung der CoQStanten. 
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§. 17. 

Aufgabe. Auf einer krummen Fläche . deren Gleichung ti = 
zwischen rechtwinkligen Coordinaten ^, rj, ^ gegeben ist, sind zwei Puncto P 
und iP durch die Coordinaten ^o) Xu? % ^^^ ^n^ Xn) ^n bestimmt, zwischen 
welchen ein Faden von der Länge L ho ausgespannt werden soll, dafs 
das Stück dieser Fläche, welches von dem Faden, der Ebene der ^ und 
zwei durch P und P mit der Ebene der 17^ parallelen Ebenen begrenzt wird, 
möglichsl grofs oder klein sei. 

Auflösung. Der Cosinus des Winkels, welchen die Normale der 

krummen Fläche im Puncto |^ rj, ^ mit derAxe ^ bildet, ist -^:li^ wenn man 

/((§)*+(?)*+ (S)*) ^^^^^^ bezeichnet. Der Inhalt des Flächen-Elements, 
dessen Projection auf die Ebene der §rj durch dSdt] dargestellt if?ird, ist da- 
her K ' Der Bruch -g— ist eine Function von S, i?/ ^, oder nur von § und rj, 

wenn man aus der Gleichung fi=0 den Werth von ^ durch i und 17 ausdrückt. Diese 
Function wollen wir durch f (§,?]) bezeichnen, so da(s also das Flächen-Element 

ist. Theilt man nun den Faden in n Theile und bezeichnet die Coordinaten der 

Theilpuncte durch ^i>"i«i, ^2X2^^29 ^sXs^s^ • • • ^»-iXit-i^n-n so können die 
Abscissen yi, yj, ys, ... y„.i als ,^€^e6^n^ Gröfsen betrachtet werden, und 
nur die it — 1 Abscissen ar^, ar^, ^3, ... x^.i, von denen die Ordinalen 1^1, 
^29 ^3) • •• sr„.i) vermöge der Gleichung t/ = 0, Functionen sind, erschei- 
nen als die zu suchenden unbekannten Gröfsen. Der Inhalt des oben be- 
zeichneten Fläcbenstficks ist also 

(x^ — Xo)jf(x, 7i)&^ -f {X2 — x{)Jf{x^^ri)dri -|- {x^ — x^jj f{x^^ V)^V+ • • • 
• • • 

was ich kurx darch * 

X, U 

bezeichnen will. Aurserdem hat man nnn noch die Gleichung 



. • •- 
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oder kurz 

Man erhält daher för U den Ausdruck 



Xn 



der nur nach x^ differentiirt zu werden braucht, um sogleich die zur Lösung 
des Problems erforderliche Differentialgleichung zu geben. Man erhält auf diese 
Weise, wenn man das Bogen -Element ds nennt: 



• 



0. 



Es ist aber --/Hl-l2L gar, nicht von f{Xi^ r])—f(Xo^ri) verschieden; daher 

f{^o^ri)8ti = —f{Xo^y)dy, und sie führt daher, wenn man die Zeiger 
wegläfst, zu der allgemeinen Differentialgleichung der gesuchten Curve: 



dz 
^= R:-^: daher verwandelt sich die letzte Gleichung in 

dri ^ dz du ^ dx^ 



a-x -D is Z'^^'* ^ dz du rs dx\ 



NÖx 9» öz ds 

Bezeichnet man die Differentialquotienten, nach s genommen, durch 

dx 

Accente, also ^ durch x', etc., so erhält man aus den Gleichungen 

tt = und x'^ + y'^-\-z'^ = 1: 

Ans diesen beiden Gleichungen folgt durch bekannte Operationen: 

du II du ,1 du fi du ,, du „ du u 
,rt -. dz "^ oy Ö£ dz dy dx'^ 
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Die Gleichungen der Schmiegungs- Ebene und Berflhrungs- Ebene im Puncto 
xyz sind aber, wenn '§, tj, ^ die laufenden Coordinaten bedeuten: 

^ (^--O^ + C^-^Oa^ + C?— )|^ = und 

(j- - X) (y'z" - «y ') -[- (tj - yy.z'x" - x'z") + (?-«) {x'y" - y'x") = 0. 
Der Cosinus des Winkels, den beide Ebenen mit einander bilden, ist daher 

~ ( yi" — a'v") + 1^ (»V — jc'z") + 1^ (jc-f —x'jc") 

Der Krümmungshalbmesser (> des Fadens im Puncle xyz ist aber 

_ 1_ 

daher ist nach (2.) 

(3.) Q = Acosd. 

Es mögen nun in (Fig. 5) AB und BC zwei Elemente einer auf einer 
Oberfläche gezeichneten Curve vorstellen, die beide in der Ebene des Papiers 
liegen, fOr welche also dieses die Schmiegungs-Ebene der Curve im Puncto B 
bedeutet. Stellt man sich die Oberfläche als ein Polyeder vor, Ober dessen 
sehr kleine Seitenflächen die Curve hingeht, und verlängert die Flächen-Ele- 
mente, also die Beröhrungs-Ebenen, auf denen die Elemente der Curve liegen, 
so entsteht durch ihren gegenseitigen Durchschnitt eine abwickelbare Ober- 
fläche. In der Figur stelle BE die Durchschnittskante zw ei solcher in B 
zusammenstofsender Flächen-Elemente vor, so dafs also BE nicht in der Ebene 
des Papiers liegt. Das Flächen -Element ABE schneidet die Schmiegungs- 
Ebene, oder das Papier in AB, also auch in BD, der Verlängerung von AB. 
Stellt man sich nun das Flächen-Element CBE um BE gedreht vor, bis es 
in die Ebene EBD oder ABE fällt, so kommt das Curven-Element BC in 
die Lage BE. Nennt man 6 den Winkel welchen die Schmiegungs -Ebene 
mit der BerQhrungs- Ebene bildet, so ist in dem sphärischen Dreieck CDE, 
dessen Kugelmittelpunct B ist, der Winkel D=^0 und, da CDE als ein bei 
E rechtwinkliges geradliniges Dreieck betrachtet werden kann, so ist 

cosö = ^. 

Ist if der KrQmmungshalbmesser der auf der Oberfläche gezeichneten Curve 
im Puncle B, und r der KrQmmungshalbmesser der abgewickelten Curve in 
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demselben Puncle, so ist bekanntlich 

if.DC = BC und r.DF ^ BF =: BC, 

daher 

p. == rcostf. 

Diesen bekannten Satz, dessen Beweis hier nur der Vollständigkeit 
wegen angedeutet worden ist, hat MimUng in einem der früheren Bände dieses 
Journals auf ähnliche Art bewiesen. Vergleicht man nun (4.) mit (3.)? so 
ergiebt sich, dafs der Faden dann ein gröfstes oder kleinstes Stfick der Ober- 
fläche begrenzt, wenn er, auf die stetige Folge der Berflhrungsflächen abge- 
wickelt, die Gestalt eines Kreises annimmt: denn der KrQmmungshalbmesser r 
der abgewickelten ebenen Curve nimmt in diesem Falle den constanten Werth k 
an. Delaunay hat diesen Satz im 8ten Bande des LtouviUeschen Journals 
auf eine weniget* anschauliche Weise ausgesprochen und ihn durch ziemlich 
Terwickelte Rechnungen bewiesen. Aoi^h schon früher ist der Satz in diesem 
Journale von einem andern Mathematiker bewiesen worden; die von mir ge- 
führte Rechnung unterscheidet sich von der dortigen hauptsächlich nur durch 
gröfsere Symmetrie. 

§. 18. 
Aufgabe. Unter denselben Bedingungen, wie |n der vorigen Aufgabe, 
soll jetzt der Faden eine solche Gestalt annehmen, dafs der Körperraum, 
weicher zwischen dem oben beschriebenen Flächenstück und seiner senkrechten 
Projection auf die Ebene der iri enthalten ist, ein Maximum oder üfiiti- 
mum wird. 

Auflösung, Stellt jetzt f{^,ri) die Ordinate ^ der Oberfläche dar, 
so bedeutet das Doppel -Integral fdxjf{x,r^br\ das Volumen, welches ein 

Maximum oder Minimum werden soll. Man erhält also, ohne neue Rech- 
nung, wenn z statt /*(ar^ i;) geschrieben wird, aus (1.) im vorigen Paragraphen 
die Gleichung 

du ^ . ^ /öfi e. dz du rs dx' 



c'M r. . , /du rs dz du rj dx\ 



welche zur Lösung des Problems hinreicht. Wenn z. B. die Fläche ti == 
ein ümdrehungs^EUipsold ist, so läfst sich alles Erforderliche durch Qua- 
draturen bestimmen. Eine Ausführung dieser Rechnungen bietet indessen kein 

CreUe*t Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft k. 44 
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besonderes Interesse dar. Wenn die Endponcte des Fadens anf Curven Hegen 
sollten 5 die auf der gegebenen Oberfläche verseichnet sind, würde diese Be- 
dingung ebenfalls leicht mit in Rechnung gebracht werden können. 

§. 19. 
Aufgabe. Die Braehhtoehrcne auf einer krummen Flüche zu 

berechnen. 

Auflöeuny. Die Gleichung der Flfiche sei u{x,y,z}^^i) oder kurs 
11 = 0. Anf ihr seien zwei Curven gezeichnet, welche durch die tileicbun-- 
gen ^>%%i)^=Q nnd 9>'(l^17^^0 = O in Verbindung mit der Gleichung 
iir=sO bestimmt werden. Der Widerstand der Flfiche gegen die freie Be<- 
wegung des Poncts sei ^ und bilde mit den Coordinatenaxen die Winkel e, 
«^ fl', so dafs 

g^cos€ -f* ^cos«'4" g^^s*'' == 

ist) indem dieser Widersland normal anf der Flfiche und der Bahn steht. Die 
Componenten der KrafI, die auf den bewegten Punct einwirkt, nach den Coor- 
dinaten - Axen , mögen ganz allgemein X, Y, Z sein. Dann hat man die 
Bewegungsgleichungen 

■gjr = -^t-ycos6; a7r= Y-Yqeosf , gjr = Z+9cosr. 

Man erhält hieraus auf die bekannte Weise, wenn v die Geschwindigkeit des 
Puncts bezeichnet: 



tr^ = C-|-2/(j:öa?+Föy-f ZÖ«). 



Es sei nun der Ausdruck unter dem Integralseichen ein vollständiges DiiTe- 

•> J5 ^ 

renlial einer Function w von x, y, z, so dafs -1=: -g— , F= ^, Z = -g^, 
also wepn 9u ond tr,> die Anfangswerthe von v und w sind^ 

also auch jr=r-g-~, F=r-g^ und Z = r-g— Ist. 

Sind die Coordinaten des Anfangs- und EIndpuncts der Brockt 
stochrone S^ 7j, ^ und §' rf, ^' und unterscheidet man ferner zwischen beiden 
noch n — 1 Puncle auf ihr, deren Coordinaten x^y^Zi^ ^i^?^?^ • • • ^V-iy«-i^i.-i 
sein mögen, so finden noch folgende Gleichungen Statt: 
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Hiernach erhält man 

DifferenUirt man ü nach w^^ y^^ Zg^ so ergiebt sich fOr ^(xi^yg^Zi)^=:u(i): 

au(l) ds dv o öx _ ^ 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen Vi und läfst die Zeiger weg, so erhfilt 
man die zur Lösung des Problems nöthigen Differentialgleichungen In der Gestalt 

ds dv . r^ dx ds dv . r, dy ds dv . ,. dz 



^^ -v g;' djr vds <r 8y vos tr flz ' vds 

^ '^ du du du 

dx dy 5t 

Diese Gleichungen lassen sich audi wie folgt schreiben: 

(3.) _^_ = ^^^ « ^_ 

dx dy dz 

Ist die Fische ein Cpünder, dessen Axe die Axe der z ist, so ist 
^ = 0, also 

dz 

Wenn nun noch r zu einer blofsen Function von der Ordinate z wird, also 
X und y nicht mehr enthält, so folgt aus (4.) 

dz* 1 

oder 



(5.) s=ß 



dz 



Wirkt z. B. blofs die Schwere im Sinne der z auf den bewegten Punct, 
so ist vi^ = vl'^2gz und die Gleichung (4.) stellt dann bekanntlich, wenn 
die Curve in einer Ebene liegt, eine Cykltilde dar. Man sieht aber leicht, 
dafs jede Gleichung, wie (5.)> welche blofs zwischen* dem Bogen « und der 
Ordinate z einer ebenen Curve StaU findet, ungedndert bleibt, wenn man die 
Curve auf irgend eine cylindrische Fläche so aufwickelt, dafs die Ordinaten z 



IJ* 
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der Axe des Cylinders parallel bleiben. Wenn man also die Brachistochrone 
auf irgend einer cylindrischen Flache, bei welcher die Schwere in der Rich- 
tung der Axe gewirkt hat, auf eine Ebene abwickelt, so nimmt sie die Gestalt 
einer Cyklolde an. 

Ist die krumme Fläche eine U mdrehungs fläche , deren Axe mit der 
Axe der z zusammenfällt, so dafs sie, wenn r irgend eine Function von z 
bedeutet, die Gestalt 

annimmt, so wird ^=^2x, ^=2x und man erhält aus den beiden ersten Brüchen 
in (2.), wenn noch v eine blofse Function von z, also t- = und •^:^-i) ist. 



wovon das Integral 



CO -»-^-r^-^-o, 



^ '^ vds ^ vds 



ist. Aus (6.) erhält man aber 

x8x'\'ydy = ^^^^ =■ ^'r*dz^ 

und aus (8.) 

xBy — ydx = bvd^^ 

Addirt man die Quadrate der letzten beiden Gleichungen, so ergiebt srch 

also 

dx'^dfi-dz' = ö^ = (^i ^ r'') dz' -\- ^^^ß^ , 
folglich 

(9.) , =/rö*/(;:^). 

Es ist ferner 

d.arctg- — ^,.^^. — jn — —r 

also, vermöge (8.), 

(10.) .rcgf ^ tf2^^{^±.^). 

Da nun r, r\ t Functionen der einzigen Veränderlichen z sind, so ist das 
Problem auf Quadraturen gebracht. Fflr andere Fälle hat die Lösung der 
Aufgabe gröfsere Schwierigkeiten. 
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Um die Grenzgieichungen zu finden, mufs U nach |^ 97^ ^ und ^\ ri\ ^' 
diiFerentiirt werden. Die Gröfsen t?u und ?/;„ werden Jm Allgemeinen Functionen 
von I, Tf, ^sein, und zwar wird w^^ die gleiche Function dieser Gröfsen sein 
wie w Von x, y, z. Die Anfangsgeschwindigkeit ru kann auch constant, oder 
Null sein. Im allgemeinsten Falle erhält man daher, ähnlich wie in (§.13.): 

^f+''t-(T^).-(-'»t-t)y^=ö- 

Multiplidrt man diese drei Gleichungen mit dS, drj, d^ und addirt die drei 
Producte, so findet sich 

Da V kein ^'^ r/^ 1^' enthält, so ist die zweite firenzbedingnng offenbar 

(12.) 8|.(0+8,.(&)'+a;.(g)' = 0. 

^j und (^^ die Werlhe, welche ^ an der 

ersten und zweiten Grenzcurve annimmt. Aus (12.) sieht man, dafs die 
Brachistochrone, selbst wenn beliebige Kräfte auf den bewegten Punct ein- 
wirken, auf der zweiten Grenzcurve senkrecht steht. Ihre Lage gegen die 
erste Grenzcurve hangt aber, nach (1.), von dem mit dem Integralzeichen 
verbundenen Ausdrucke ab. 

Waren gar keine beschleunigenden Kräfte da, sondern der Punct würde 
nur durch einen Stofs in Bewegung gesetzt, so ist seine Bahn offenbar eine 
kürzeste Linie auf der krummen Fläche. Die Gleichung fflr diese kürzeste 
Linie ist dann aus (2.), da v constant ist: 

(13.) 

und da jetzt in (11.) der Integral- Ausdruck verschwindet, so steht die kürzeste 
Linie auf beiden Grenzcurven senkrecht. Es ist kaum nöthig, zu bemerken, 
dafs man die Gleichungen für die kürzeste Linie unmittelbar erhält, wenn/d« 

— in den Ausdruck für U gesetzt wird. 



^ d.c 


0» 


- dz 


dlt 


3« ~ 


~ du 


dx 


dr 


dz 
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§. 20. 

Ah f ff ah e. In den Poncten A and B (Fig. 8) sind die Enden eines 
Fadens von der LAnge / befestigt und in den Funoten A und B' befinden 
sich die Endpnncte eines Fadens von der L&nge l. Die vier Puncte A, B, 
A, B' liegen nicht in einer und derselben Ebene. Von der Lage AB gebt 
eine gerade Linie in die Lage A'B' so Ober, dafs sie die F&den / und X in 
gleicher Zeit mit gleichförmiger Geschwindigkeit durchlAnft und dadurch eine 
abwickelbare Fläche beschreibt. Man soll die Form der beiden FAden so 
bestimmen-, dafs diese FlAche ein Maximum oder Minimum wird. 

Auflösung. Die laufenden Coordinaten des Fadens / mögen durch 
X, y, Zj und die der Puncte A un. B durch ar„, y„, z^ und x', y, z' be- 
Keichnet werden. Eben so mögen f^ tj, ^ .die laufenden Coordinaten des Fa- 
dens l und Ig, 77o, ^) und ^', r{, C' die seiner Endpuncte A, Bf sein. Die 
Elemente der FAden / und X sollen entsprechend durch de and da beKeichoet 
werden. Die Entfernung zwischen den Puncten f^^ und xyz sei r, so dafs 

r^ = (^_f)^+(y_,)^4.(58r_^/ nnd 

rdr = {X ^l)dx\{y ^ri)By \{fi — ^)dz 

-{x-S)8S'-{y-fi)dTi-{z-Z)dt 

ist. Da nun r als Function der Bogen s and a betrachtet werden kann, und 
diese entsprechende Functionen von x, y, z und §, rj^ ^ sind, so ist 

dr drdxjtdrdxidrdz 

d8 ~ 5x57 > ^^"+"3zSr^ 

dr ^§1.1 ^y dn I dr d£ 

Bh ~ dl da « 5?$a » öf da * 

Die Cosinus der Winkel, welche diese. Gerade mit den Azen bildet, sind 
£zi = ^, Z—1 = |r: ±=i = ^ und die Cosinus der Winkel, welche 

rds^rdy^roz ' 

das Element d^ mit den Axen macht, sind -r— 9 -^^ -k— 9 daher ist 

' OS ^ OS ^ 09 



rds 57 

der Cosinus des Winkels, den r mit ds bildet. De? Inhalt des Dreiecks aber, 
von welchem r und Bs swei Seiten sind^ wird gefunden, wenn man \rd$ 
mit dem Sinus des von r und de gebildeten Winkels mullipticirt ; daher ist 
der Inhalt dieses Elementar -Dreiecks 



i'H('-(M)')< 
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Eben so ist der Inhalt des Elementar* Dreiecks, von welchem r und da zwei 
Seiten sin^, 

also ist der Inhalt des windschiefen Elementar -Vierecks zwischen den vier 
Puncten ixyz\ (SiyS), (J?-f ds, y-f dy, «+ ^*^)9 (f + ^^^ vi-^V^ ?+ ^?) «'©ich 

Da nnn die Fflden zwischen A, B und Ä, Bf gegebene Längen / und 
X haben, so ist der Ausdruck fOr V, wenn m und /i zwei Constanten sind^ 

£r=/ira,/(l-g:) + »a.)+/jr5a|/(l-|j;) + .uöa| 
oder 

wo 

a,' == ö;c''-f Ö/+Ö«* und öo' = ei' + Öi?Hö5* 

« 

ist. Bezeichnet man der KOrze wegen {x—^\dx'\- (y— i7)öy-f (*— S)^* durch / 
und {x—^)d^'\'{y—ri)dri'{{z—l^)d^ durch r und setzt f^ds^ — t^ = v^ und 
r^do^ — T^=^q>^, so erhalt man durch Addition der Gleichungen 

au ^ du ^ . au ^ ou ^ 

— r)..^ = ist, ein Integral von der Form 



und auf gleiche Weise die beiden andern Integrale 

(t+5^>'+(?+ä)»«-('-!;)(t+?) = - 

Die Qbrigen drei Integrale, welche die Lösung der Aufgabe noch er- 
fordert^ lassen sich in diesem allgemeinen Falle nicht finden. Wenn der Aus- 
druck für ü von einer Veränderlichen nur die Differentiale und nicht sie selbst 
enthalt, so findet man nach den bekannten Gleichungen in (§. 10.) sogleich 
ein Integral zur Lösung des Problems; daher ist es zweckmfifsig i» ü durch Ein- 
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fahrung neuer Verflnderlichen so umzuformen, dafs von einigen derselben nur 
noch die Differentiale vorkommen. Ist z. B. der Faden l in der Axe der z 
zu einer geraden Linie ausgespannt, so wird ^=0, ^ = 0, da^^dS, und i7 
verwandelt sich, wenn man a? = /icosö, y = ps\nO und z — ^==// setzt, wo- 
durch r'=:;i'-f-y'; xdx\ydy^=p8p und d^ = dp^-\-p^dß^'\'dz^ yfwA^ in 

U=fWC(p'^q')8s'-ipdp4-qdzn ^mT/(dp'+p'd0''\-8z') -f (piu^dz-^df/)]. 

Da hier von und z nur die Differentiale vorkommen, so erhält man, wenn 
die erste Wurzelgröfse durch dv bezeichnet wird, sogleich die beiden Integrale 

(1.) (;»HyV^+"'/''|f = « und 

WO in der letzten Gleichung die Constante b aus c — jli besteht. Entwickelt 

man nun noch -5 c).-5-^--=r 0, so erhält man 

07 o.dq ' 

(3.) 9d'^'-(PoP+9dz)dz^Q^ _ Q 

Wird aus dieser Gleichung dv^ entwickelt, so gelangt man leicht zu der Gleichung 

(4.) pdp'\'qdz = qds, 
welche sogleich zu dv= — pd^ fahrt, woraus sich dann 

fs.^ P^P+9^^ = _i 

ergi^bt. Hierdurch erhält man aus (1.) und (2.) 

(6.) |? = __4 und (7.) |5 = <iVzJt 

^ -^ ds P(P +n —^P) ds p*^q*—fnp^ 



und 



dtt* dz* äd* 



Aus dem Quadrate der Gleichung (4.) erhalt man 

5» 02 äd 

Setzt man in diese Gleichung die Werthe von |^, |-, «l-, so ergiebt 
sich eine Gleichung zwischen p und q, aus welcher g als Function von p 
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bestiinmt and in (5., 7. und 8.) ein^setet werden mufs, wodurch dann das 
Problem auf Quadraturen gebracht ist 

Ist g constant, so liefern schon die Gleichungen (6., 7. und 8.) die 
cur weiterd Rechnung nöthigen Ausdrflcke. Fflr q=sz ist ^ = 0, und alle 
Gleichungen lassen sich dann vollständig integriren; was sfch auch von selbst 
versteht, da die Fläche jet^t eine Kugelfläche ist und der Faden / die Gestalt eines 
Kreisbogens annehmen mufs, wenn man die Kugelfläche auf eine Ebene abwickelt. 

§. 21. 
Au f ff ab e. Auf die gleichförmig schwere Linie BB' (Fig. 2) wirkt 
die Schwere im Sinne der Ordinaten YX. Die Linie hat die constante Länge / 
und ist auf den Curven EB und E'B', deren Gleichungen (p(§,r]) = und 
9'(^'jV) = ^i^iy frei beweglich. Welche Gestalt mufs die Linici annehnien, 
wenn ihr Schwerpunct möglichst tief liegen soll? 

As* 

Auflösung. Die Ordinale des Schwerpuncts ist g = - — j — , und 
ferner ist /= /}^(öa?*-f-ö}^); daher ist, wenn a* und fi' Constanten sind, 

dx OJT, 

Non ist gj-= ^g-— i-_^(^-^;+i(g-_^; = oder 

(10 ö.y|f-(if-X/)ö.|£ = 0. 
Gans eben so erhält man , wenn man ^ — , ^ — , u. s. w. bestimmt : 

«•''.^-(y-")a-^ = 0. 



Zieht man die erste dieser Gleichungen von der zweiten an, so erhält man 

so dafs also y — U in (1.) als eine Constante betrachtet werden kann, die wir 
der Kfirze wegen durch a bezeichnen wollen. Das Integral von (1.) ist daher 

(2.) (r-«)|f = *• 

Crelle's Joarnal f. d. M. Bd. XLI. Heft 4. 45 
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Ans dieser Gleichung allein schon ergiebt sich die Natur der gesochten 

du 

Corve ; indessen ist die Entwicklung von -^ nocn zu den Grenzbestimmungen 
nfitzlich. Man erhält nämlich 

^ ^ + 7^5-|^-^5-|^=f0 oder 

Jds fds * i/osy OS OS 



wovon das Integral 



(3.) (r-«)^ = *+« 



ist. Die Summe der Quadrate der beiden letzten Gleichungen ist {y — af 
= b'^-\- {s-{-c)\ oder, da ^ = 17 ist, für 07 = 0, 

(4.) y = n+ycb'+{s+€f)-^{b'i^c^). 

Hierdurch erhält man aus (2.) 

Die Corve mafs also eine KeiUnUnie bilden. Zur Bestimmang der Lage 
der Endponcte der Carve erhfilt man noch durch Differentliren nach i, tj, §', if 
aus U, wenn man die Integrale in ihre Elemente zerlegt: 

-(y—) 

/" +(f-0(|7)o+^|f = Q oder vermöge (20, ^/f = *, nnd 

-^^t(f-0(|).+^^=O oder vermöge (30, .«/^ = c. 
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit d§, die zweite mit dij und 
addirt die beiden Producte, so erhält man, da sf ^^^'3^^? = ^ ^^N 

(6.) bdS + cdv = 0. 

Eben so gelangt man fAr die zweite Grenzcurve zu der Gleichung 

(7.) bdS' + {l+c)dti' = 0. 

Aus (3. und 3.) ist aber 

bdij = {8'\'C)dx, 

■"»(S). = T = -|"»''(^' = -^=-f ' - «"•'» •"» -«• 

Ketlenlinie auf den beiden Grenzcurven senkrecht stehen mufs; was auch ohne 
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Rechnung ersichtlicb ist. Für s=iO verwandelt sich x in § und y in rj, und 
ffir « = / geht X in $' und y in rj' über, daher erhält man aus (5. und 4.; 
die Gleichungen 

(8.).r-i^«..g '+;ff;^y' .nd 

• (9.) ,— 1 = )'(*'+ C-i- «)')-!'(«'+«')• 
Aus den 4 letzten Ausdrücken und den Gleichungen (p{S,T])=:zO und 

9^'(^^VJ = lassen sich die 6 Unbekannten b,c,^,ri,^',r( leicht berechnen. 

W&ren die Endpuncle der Keltenlinie fest, so fielen die beiden Gleichungen 

(6. und 7.) weg und man mflfete b und c aus den beiden Gleichungen (8* und Q.) 

suchen; was eine etwas mühsamere Rechnung erfordert. 

In ähnlicher Weise lafst sich auch die Aufgabe lösen, wenn die Qrens- 

curven, auf denen sich die Endpuncte des Fadens /befinden, selbst wieder 

bewegliche schwere Fäden sind. 

Ist der schwere Faden / auf einer krummen Fläche beweglich, deren 

Gleichung ti = ist, und sein Scbwerpunct soll exne möglichst hohe oder 

tiefe Stelle einnehmen, so ist, wenn die Schwere im Sinne der z wirkt, das 

Integral ^ — =:jf zu einem Maximum oder Minimum zu machen, w&brend 

das Integral J^ds einen constanten Werth behält. Sind die Endpuncte des 
Fadens aufserdem auch auf Linien beweglich, die auf der krummen Oberfläche 
gezeichnet sind und deren Gleichungen y(|, rj, ?) = und (p'i§', t]', S') =0 
sein mögen, so erhält man für ü, ganz wie in ($.19.), den Ausdruck 

wo unter 11^ «'und n^ die Functionen «(f,^,^), ti{^,ti',^') und u(x^^y^^zj 
verstanden werden und die k, fi, y, . . . Constanten sind^ 

Bezeichnet man wieder, wie vorher, ^jk- ijds durch a, so erhält 

man, wenn nach Xi , /i , Zi differentiirt wird , 

(10.) ö.(c-^«)|£=../g; ö.(.-«)|==n/|; a.(.-a)|=n/|^+ö*. 

Wie in der vorigen Aufgabe zeigt sich auch hier, dafs die Gröfse a als eine 
Conslante betrachtet werden kann. Eliminirt man aus diesen Gleichungen Vi/, 
so erhält man 



^^^•^ djT " du ~ öfi 

)x By dz 

45 



» 
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Ist die Fläche eine cylindrische oder Umdrehungsfliche, so kann man^ 
um das Problem auf Quadraturen zu bringen , ganz wie oben verfahren. Auch 
die Grenzbedingungen werden auf eine ähnliche Weise gefunden. 

§• 22. 

Aufgabe. Der Linie BB' (Fig. 2), von gegebener Länge l, 6ine solche 
Gestalt zu geben, dafs der Sckwerpunci des Fidchenetücks AB B' A\ dessen 
Gröfse /* ist, möglichst tief fällt. 

Auflösung. Die Entfernung des Schwerpuncts g dieser Figur von 

der Axe AA der x ist ^^ f ="9* während Jydx=f undy^*=/ ist. 
Man hat daher 

317 
Nimmt man hieraus ^ — ==0, so erhält man 

oder 

Solcher Gleichungen ergeben sich nun so viele als man Abscissen auf AA' 
angenommen hat; daher ist die Gröfse g — /if eis Constante zu betrachten und 
das Integral von (1.) wird 

(2.) f-iß-f^nri-^^ = «/ 

was bekanntlich die Differentialgleichung einer elastischen Curve ist. 

§. 23. 

Die folgenden Betrachtungen werden besonders geeignet sein, zu einer 
leichten und elementaren Lösung vieler Aufgaben fiber Siaxima und Minima 
zu fahren, und ich empfehle sie daher vorzOglich der Beachtung der Lehrer 
an den höheren Lehr- Anstalten , da sie mit dem besten Erfolge auch auf die 
aller einfachsten Fälle angewandt werden können und die Lehre vom Gröfsten 
und Kleinsten die Theilnahme der Schaler im höchsten Maafse in Anspruch nimmt. 

Es sei, in (Fig. 6) JLilf A^ eine Curve, deren Puncto auf irgend eine 
Weise auf den Punct P in ihrer Ebene einwirken, z. B. ihn anziehen, magne^ 
tisiren, erleuchten, oder erwdrmen. Diese Wirkung kann etwa blofs von der 
Entfernung MP, AP, . . . oder auch von dem Winkel abhangen, den diese 
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Linien mit den Tangenten der Curve an ilf^ ^^ . • . bilden ; sie kann Oberhanpt 
auf die mannigfaltigste Weise modificirt sein. 

In allen diesen fällen wird sich stets ffir einen beliebigen Pnnct M 
anf PM ein StAck P„ willkQrlich annehmen lassen, welches die Stärke der 
Einwirkung von M auf P darstellt, und wenn nun dieselbe Consiruction für 
alle Puncte der Linie MXLN nach dem Maafse MP ausgeführt wird, so erhält 
man eine zweite Linie tnxln, welche die Kraßlinie der ersten genannt wer- 
den mag. Man kann sich stets vorstellen, dafs die Polargleichung der Linie 
MXN in Bezug auf den Punct P als Pol gegeben ist, oder doch leicht ge- 
funden werden kann. Bezeichnet man nun durch r die Vecloren PM und 
durch 6 den Winkel , den r mit irgend einer festen Geraden bildet, und stellt 
r=:f{0) die Gleichung der Linie MXN vor, so kann offenbar F(r)=^f{$) 
als die Gleichung der KrafUinie angesehen werden, wenn man durch P[r) 
irgend eine Function von r bezeichnet; die fast immer sehr leicht sich be- 
stimmen läfst. Nähme man z« B. an, die Puncte der Linie MXN zögen den 
Pnnct P nach irgend einem Gesetze an, etwa nach dem Newtonschen^ und 
man sollte auf dieser Linie die Puncte bestimmen, welche P nach einer vor- 
geschriebenen Richtung hin, etwa nach PQ, am stärksten oder schwächsten 
anziehen, so brauchte man offenbar nur die Kraftlinie zu construiren und an 
diese die beiden Tangenten at und iq zu ziehen, welche auf PQ senkrecht 
stehen, und dann durch die Berährungspnncte a und t die Vectoren Pa und 
Pi bis A und 1 zu verlängern; denn wenn Pa die Kraft des Puncts A 
darstellt, so ist Pt die Componente dieser Kraft in der Richtung PQ, und 
diese Componente ist von allen die gröfste; so wieP^ die kleinste derselben 
darstellt. Sollte aber bestimmt werden, an welcher Stelle ein Stück der Curve 
von gegebener Länge / wirken müsse, um P am stärksten oder schwächsten 
nach Q hinzuziehen, so müfste man die Senkrechten mxs oder nlr so legen, 
dafs die Vectoren Pm und Pa:, oder Pn und PI, auf der gegebenen Curve 
die Bogen MAX oder NIL der Länge / gleich machen: denn offenbar sind 
die Componenten der Kräfte, mit welchen die Puncte des Bogens MAX auf P 
einwirken, sämmtlich gröfser als die der übrigen Puncte der Curve; so wie die 
Componenten der Kräfte, mit denen die Puncte im Bogen NIL auf Jf? einwir- 
ken, sämmtlich zwischen Pq und Pr fallen , also kleiner sind als alle übrigen. 

Ganz dieselben Betrachtungen lassen sich auch auf den Fall ausdeh- 
nen , wenn MXL eine gegebene krumme Fläche ist. Man wird leicht die ihr 
und dem Puncto P zugehörige Kraftfläche mxl construiren können. Sollen 
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nun auf der Fläche etwa die Gestalt und Lage eines Stocks von gegebe- 
nem Flächen-Inhalt so bestimmt werden, dafs es auf P In der Richtung PQ 
die stärksfe oder schwächste Kraft ausübt, so braupht man nur die Kraft- 
fläche mit einer auf PQ senkrechte Ebene mxs oder nlr zu durchschneiden 
und durch die ebene Curve, welche durch den Durchschnitt beider entsteht 
und deren Gleichung unmittelbar aus der der Kraftfläche gefunden wird, eine 
Kegelfläche MmPxX oder JSnPlL zu legen, deren Spitze P bildet, so 
schneidet diese auf der gegebenen Fläche ein Stack von der verlangten Eigen- 
schaft aus. Die unbekannten Gröfsen sind hier nur die Entfernungen Ps und 
Pr, in welche die Ebenen mxs und nlr zu legen sind. Da aber die Gröfsen 
der Flächentheile MAX und NIL gegeben sind, so erhält man durch eine 
einzige Integration eine Gleichung, aus welcher sich die Werthe von Ps oder 
Pr bestimmen lassen. Die Aufgabe liefse sich offenbar auf dieselbe Art lösen, 
wenn etwa die Flächentheile MAX und NIL statt eines gegebenen Inhalts 
einen gegebenen Umfang haben sollten, oder auch noch andern Bedingungen 
unterworfen wären. Sollten nur die Puncto A und 1 der stärksten und schwäch- 
sten Einwirkung auf P nach Q hin bestimmt werden, so iqflfste man die Be- 
rührungs-Ebenen at und ty an A\e Kraftfläche legen; wodurch sogleich die 
Puncte fi und t, also auch A und 1, auf der gegebenen Fläche bestimmt wärden. 
Solcher Puncte kann es offenbar auch eine gröfsere Anzahl geben. 

Ich werde jetzt das Verfahren an einem einfachen Beispiele erläutern. 

§• 24. 

Aufgabe. Wenn die gerade Linie iHJlT = / (Fig. 7) , welche auf 
der Geraden BZ verschiebbar ist, als leuchtend angenommen wird: in welcher 
Höhe mufs sich dann diese Linie / befinden, damit sie im Puncte P ein Flächen- 
Element w, auf dessen Ebene BZ senkrecht steht, am stärksten erleuchtet. 

Auflösung. Einen leuchtenden Punct stelle man sich als Miltelpunct 
einer Kugel vor, deren Radius 1, also deren Oberfläche 47i ist. Die 
Menge Licht, welche auf die Fläche 1 dieser Kugel fällt, sei l. Wird um 
den leuchtenden Punct eine zweite Kugel vom Radius r beschrieben, so ist 
deren Oberfläche \nr'^: also empfängt die Flächen -Einheit dieser Kugel nur 

die Licbtmenge -r- Eio Flächen -Element w erhalt also die Licbtmenge pr« 

und bildet es mit dem Radius dieser Kugel den Winkel 0, so empfängt es nur 

die Lichtmenge ^ sin 6. Es sei nun BP = b, so erhfill P oder das Flächen- 
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Element w, wenn es senkrecht von den Strahlen des Puncts B getroffen wird, 
die Menge Licht -^, welche durch PC=a dargestellt werden mag. In 
derselben Weise würde es von irgend einem andern * Puncte M, wenn 

PM^=^r ist, die Lichtmenge -^^Pm^Q, oder, da fOr Iw auch ab^ ge- 

oft* 
setzt werden kann, die Lichtmenge — ^ = (> erhalten. Bezeichnet man aber 

den Winkel BPM durch 0, so ist cos0=: — , also 

(1.) Q = acos^O 

die Polargleichung der Curve CmaxP. 

Da nun w senkrecht auf PQ steht, so erhält das Element, z. B. von 
M, nicht die Lichtmenge Pm=^Q, sondern nur die Menge Ps = (fsmO 
= acos'^ds\nd. Ist der Winkel BPX = ff und Pxsinff ebenfalls gleich Ps, 
so beleuchten alle Puncte der Linie BZ zwischen MX das Element w stärker, 
als die aufserhalb liegenden, undnnan hat daher zur Bestimmung der Lage der 
Linie / die Gleichungen 

fttgö' — Ätg^ = / und cos^dsind = cos'ö'sinö'. 

Die zweite Gleichung lAfst sich durch sind— sin ^ dividiren und man erhält 
dann, wenn man noch t=zbc setzt, zur Bestimmung von und ff die beiden 
Gleichungen 

(2.) sin' « + sind sin 0^ + sin' Ö' = / und 

(30 tgff-t^O = c. 

Sollte blofs der Punct A gefunden werden, welcher P am stärksten 
erhellet, so mflfste man in (1.) ff=sO setzen, woraus sich 

sind = Vi = sin35M5'52" 

für den Winkel BPA ergäbe. Ein sehr kleines Fenster müfste man also in 
einem dunkeln Zimmer in dieser Höhe in der Wand BZ anbringen, um die 
Stelle P am stärksten zu erleuchten. 

Im allgemeinen Fdle setze man cotO = x, colff = y, so erhält man 
leicht zur Bestimmung von x und y aus (2. und 3.) die beiden Gleichungen 

x—y = cxy und x^y^ — S(l-{-^c^)xy = 2. 

Für xy = 2y(i'\--^c^).z verwandelt sieh die letzte in 

z^ — iz = -r* 
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Ed isl aber 

setzt man also 

1 
cosa = — : 7-5-9 

so wird ^=cos^a^ wenn man nflmlich die andern beiden Wurzeln — cos^(:nr-f o) 
und — cosi(^ — cl) unberQcksichtigt läfst. Man erhält demnach 

xy = 2|/(l+iOcosia 

und kann nun aus dieser und der Gleichung x — y == cxy die Winkel und 
ff finden, also die Lage der Linie / auf BZ so bestimmen, dafs sie den 
Punct P am stärksten erhellet. 

§. 25. 
Man könnte die Aufgabe auch etwas allgemeiner fassen und in der 
Linie DZ (Fig. 8), welche auf der Ebene des bei C rechtwinkligen Dreiecks 
ABC in der Verlängerung der Seite BC «senkrecht steht , den Punct AE 

• 

suchen, welcher dieses Dreieck am stärksten erleuchtet. Legt man durch einen 
leuchtenden Punct iPf und durch die Seiten des Dreiecks il£fC Ebenen, so bestim- 
men diese auf der mit dem Radius 1 um ilf beschriebenen Kugel-Oberfläche ein 
sphärisches Dreieck AB*C', welches, wenn man sich den Punct von D nach 
Z hin fortschreitend vorstellt, in irgend einer Lage desselben einen gröfsten 
Werth annehmen, also die gröfste Menge Licht vom leuchtenden Puncte nach 
ABC gelangen lassen wird. 

Bezeichnet man die Winkel BMC und CMA durch fi und v und den 
Überschufs der Summe der Winkel des Dreiecks A'B'C* Aber zwei rechte 
durch d, so ist bekanntlich der Flächen-Inhalt d dieses Dreiecks durch die Formel 

(1.) »gi^y = tgi.^igi»' 

• 

gegeben. Setzt man BC = a, AC = b, DC==c, MC=r und bezeichnet 
den Inhalt des Dreiecks ABC durch J, so findet sich leicht 

Für sehr kleine a und b wird (J selbst sehr klein und man erhält dann an- 
nähernd die Formel 

welche die Betrachtungsweise im vorigen Paragraphen auch gab. Bezeichnet 
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man nnn die Entfernung des Puncts X von C darch r' und nimmt an, dafs 
fflr den Panct X das sphfirische Dreieck denselben Werth hat wie fflr den 
Pnnct M, so erhfllt man die Gleichung 

fir) = nr'). 

Nimmt man zu dieser Gleichung noch DX — DM:=l oder 

(4.) ^ir^-c')-y(r^-c') = l 

hinzu, so wfirde man aus diesen beiden Gleichungen die Werthe von r und 
f^ finden, von denen irgend einer die Lage der Linie MX=l so bestimmt, 
dafs sie das Dreieck ABC am stärksten erhellet. Die Differenz f(r)—f{r^) 
hat einen gemeinschafllichen Factor, den bekanntlich die Differentialrechnung 
finden lehrt, der aber hfiufig auch durch einfache Transformationen ermittelt 
werden kann. Ist dieser Factor aus der Gleichung f(r}==f(r') entfernt, so 
kann man in dem Quotienten r^ = r setzen und so zu der Gleichung gelangen, 
welche den Werth von r giebt, durch welchen der Punct E gefunden wird, 
der das Dreieck ABC am stärksten beleuchtet. 

Darauf, dafs der Factor der Differenz f(r) — f{f^) hfiufig auch durch 
einfache algebraische Operationen gefunden werden kann, beruht es eben, 
dafs sich viele Aufgaben Aber Maxima und Minima ganz elementar lösen 
lassen und höchst zweckmfifsig beim Unterrichte in den Schulen benutzt wer- 
den können. 

Fflr den Fall eines unendlich kleinen Dreiecks ABC erhfilt man nun 

1 1 

aus (3.), fQr-r = ^ ^nd -^ = y, ^^(l — c^iF') = y}/(l — c^)^), oder wenn 

man quadrirt und mH x — y dividirt, X'\-y = c^(x^'\'Xy-\-y^); was für x=y 
r=^c^i giebt; übereinstimmend mit dem früheren Resultate. 

Es Ififst sich auch noch elementar und ohne viele Rechnung der Fall 
behandeln, wenn in einer geraden Linie die Stellung einer Linie / angegeben 
werden soll, von wo aus sie nicht einen blofsen Punct, sondern eine andere 
begrenzte gerade Linie am hellsten beleuchtet; indessen würden die dazu nö-* 
thigen Rechnungen mich von meinem Ziele zu weit entfernen, und auch von 
jedem Lehrer der Mathematik an den Gymnasien, fflr welche zum größ- 
ten Theil diese Paragraphen bestimmt sind, leicht selbst ausgefflhrt werden 
können. 
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§. 26. 
Wir kehren jetzt zu unserer allgemeineren Aufgabe zurflck. In (§; 24.) 
ergab sich für die Gleichung der Curve CaP (Fig. 7) Q^=±acos^O, oder, wenn 
man durch | die Abscisse PD des Punctes m bezeichnet: 

(1.) p^ = ag". 

Stellt man sich jetzt vor, die Puncto einer Ebene, deren AxeBP und deren 
Durchschnitt mit der Ebene der Figur BZ ist, beleuchten den Punct P, so 
wird die Kraflfldche durch Umdrehung der Curve CaP um die Axe CP 
erzeugt. Bezeichnet man die Ordinalen mD durch ^ und die auf S und ^ 
senkrechten durch rj, so wird 

und (1.) stellt dann die Gleichung dieser Umdrehungsflfiche vor. Eine Ebene, 
parallel mit der Ebene der §ri, in der Höhe ^ = Ps, schneidet diese Fläche 
in einer Curve, und wenn man die Coordinaten der Puncto der leuchtenden 
Ebene durch PB = x, BM=^z und eine auf beiden Ordinalen senkrechte 
Linie durch y bezeichnet, so ist die Gleichung einer durch P und den Punct xyz 
gehenden Geraden: 

(2.) 1 = ± = 1, 

die, wenn sie sich an der erwähnten Curve hinbeWegt, auf der leuchtenden 
Fläche eine andere Curve durchläuft, deren Gleichung man findet, wenn die 
Werthe von S,7j,l^ aus (2.) in (1.) gesetzt werden. Man erhält auf diese Weise 

^(^ +/ + «')* = ö^'^- 
Oder, wenn man der Einfachheit wegen x=a setzt (was hier offenbar er- 
laubt ist, da X constant und a ganz willkärlich ist) , so erhält man, als Gleichung 
der auf der leuchtenden Fläche bestimmten Curve: 

(3.) a'+f-\-z' = ^. 

Die innerhalb dieser Curve liegenden Puncto der Ebene beleuchten also die 
unendlich kleine Fläche w, auf welcher PQ senkrecht steht, im Puncte P 
stärker, als die aufserhalb befindlichen. Soll nun dieses so begrenzte Stflck 
der Ebene einen gegebenen Inhalt f haben, so mufs aus der Gleichung 

(4.) f =/ydz =/dz^(^-z--a^) 
der Werth von ^ gefunden werden. Die Grenzen des Integrals erhält man 
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aber selbst erst aus (3.) 9 wenn man in dieser Gleichung y=0 gesetzt hat. 
Sind a und /* in Zahlen gegeben, so berechne man, ffir einige willkflrlich an- 
genommene Werthe von ^, aus der zuletzt gefundenen Gleichung die Grenz- 
wertbe von z, und so das Integral (4.), durch mechanische Quadratur. Aus 
diesen Integralwerthen suche man dann durch Interpolation, welchen Werth ^ 
annehmen mufs, damit das Integral die Gröfse f erreicht. 

Auf diese Weise wäre also die Aufgabe: zu sagen, welche Gestalt und 
Lage eine leuchtende Flfiche oder Flamme von gegebener Gröfse auf einer 
Ebene annehmen mufs, damit sie die nächste Umgebung eines Puncts auf einer 
gegen die erste senkrechten Ebene am hellsten beleuchte, gelöset. 

Offenbar könnten statt des Inhalts des leuchtenden Flflchenstflcks auch 
die Gröfse des Vmfangs oder andere Bedingungen gegeben sein, denen die 
Curve (3.) unterworfen sein soll. Es ist kaum zu erwähnen nöthig, dafs die 
so eben gelösete Aufgabe zugleich für den Fall gilt, wenn das gegebene Flächen-* 
stflck (dasselbe als schwer gedacht) den Fnnct P am stärksten nach der Rich- 
tung PQ anziehen soll. 

Befände sich in der auf PQ senkrechten Ebene statt eines Flächen- 
Elements etwa ein Kreis, dessen MittelpunctP ist, und man sollte die Gestalt 
des Flachentheils in der Ebene iBZ finden, welcher diesen Kreis am hellsten 
beleuchtet, oder am stärksten nach PQ zieht, so mäfste man fQr jeden Punct 
der Ebene BZ die nach PQ gerichtete Componente der Kräfle berechnen, 
oder auch um den leuchtenden oder anziehenden Punct eine Kugel vom Radius 1 
beschreiben und den Theil ihrer Oberfläche berechnen , welchen ein elliptischer 
Kegel ausschneidet, dessen Basis der gegebene Kreis ist und dessen Spitze im 
wirkenden Puncte liegt. Dieser Theil der Kugelfläche läfst sich durch ein 
elliptisches Integral dritter Gattung ausdräcken. Wie man dann weiter zu ver- 
fahren hat, erhellet hinlänglich aus Dem, was bereits mitgetheilt wurde. 

§. 27. 
Wenn die Wirkung der Puncte einer Oberfläche oder eines Körpers 
auf einen Punct P (Fig. 9) blofs von ihrer Entfernung von diesem Puncte 
abhangt, oder wenigstens nicht durch ihren Ort in dem Körper bedingt wird, 
so lassen sich die bisher behandelten und ähnliche Aufgaben leichter durch 
folgende Betrachtungen lösen. 

Die Puncte der Curve BFA, welche auf den Punct P einwirken, ihn 
z. B. anziehen, mögen so gewählt sein, dafs die nach PQ gerichteten Com- 

46* 
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ponenten der Anziehung sämmtlich einander gleich sind und durch PB dar- 
gestellt werden können. Die Kraft also, mit welcher z. B. F aaf P einwirkt, 
mufs dann durch die Linie PE dargestellt werden, deren Endpunct E in einer 
auf PB senkrechten Linie BD liegt; das heifst also: die Kraftlinie der Carve 
BFAP ist in diesem Falle eine Gerade. Diese Linie BFAP sondert demnach 
alle Puncte der Ebene der Figur, welche eine gröfsere, nach PQ gerichtete Com- 
ponente haben, von denen ab, bei welchen diese Componente kleiner ist. Dreht 
sich diese Curve um PB als Axe herum, so beschreibt sie eine Umdrehnngs- 
fläche, innerhalb welcher alle Puncto des Raums den Punct P stärker nach 
PQ hinziehen, als die aufserhalb befindlichen. Wenn man PF mit r, PB 
mit z und den Winkel FPB mit (p bezeichnet, so erhält man, als Polargleichung 
der Curve, wenn die Kraft der nten Potenz der Entfernung umgekehrt pro- 
portional ist: 1 

r = 55COS9\ 

Ffir den Inhalt K des ganzen , durch Drehung von BAP um BP er- 
zeugten Körpers findet man leicht: 

^ 2nnz* 

~ 3(3+M) ' 

und ffir die Anziehung A desselben auf den Punct P die Formel 

"" (3— fO^i" ' 

wobei die Kraft der Anziehung fflr die Einheit der Entfernung gleich 1 gesetzt 
ist. Diese Formel gilt aber nur, so lange n kleiner als 3 ist; denn ffir ii=3, 
oder gröfser als 3, wird der Punct P mit unendlicher Kraft nach Q hingezogen. 

Fdr n = 1 verwandelt sich die Polargleichung der Curve in die Glei- 
chung eines Kruses. Wachse also die Kraft der Anziehung umgekehrt propor- 
tional mit der Entfernung, so mfifste eine Masse in die Form einer Kugel ge^ 
bracht werden, wenn sie einen Punct ihrer Oberfläche mit der gröfsten Gewalt 
anziehen sollte. 

Fflr n = 2, oder fflr ins Newtonsche AHracüonsgesetz , läfst sich die 
Erzeugungscurve sehr leicht construiren. Der Inhalt des Körpers und die 
Gröfse der Anziehung sind dann 

K = -jg- und J = -p-. 
Für eine Kugel vom Radius r und derselben Masse ist aber 

3 r* 
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s 

Also ist z = r^b nnd 

A:A' = ^ = 3:|/25 

oder 

A = ^M,02598; 

so dafs also die Anziehung einer kugelförmigen Hasse auf einen Punct ihrer 
Oberflfiche, selbst wenn man ihr die passendste Gestalt giebt, doch nur um 
wenig mehr als ^ ihres Gesammtbetrages vermehrt werden kann. 

Dieses Resultats erwähnt Gaufs in einer Note zu seiner Abhandlung 
über die Capillaritflt; und diese Bemerkung ist es gerade, was mich veranlafst 
hat, fthnliche Aufgaben etwas weiter zu verfolgen. 

§. 28. 
Stellt man sich jetzt einen beliebig gestalteten Körper MAXLIN^e= T 
vor, dessen Hasse der Punct P anzieht, so kann PB, oder z, so bestimmt 
werden, dafs die Umdrehungs- Oberfläche BAP den Körper T entweder in 
A, oder in 1 berührt, oder von ihm ein Stück von gegebener Gröfse MAXC, 
oder auch ILDN abschneidet. Im ersten Falle werden die Puncto A und 1 des 
Körpers T gefunden , welche den Punct P am stärksten und am schwächsten 
nach Q hinziehen; im zweiten Falle werden solche Tbeile von ihm begrenzt, die 
bei einem gegebenen Inhalte die stärkste oder die schwächste Anziehung auf P 
ausüben. Zugleich werden aber hierdurch auch auf der Oberfläche des Kör- 
pers T die Flächentheile MAX und iV/L bestimmt, welche auf den Punct P 
am stärksten oder am schwächsten im Sinne der Linie PQ einwirken. 

Hiernach läfst sich nun z. B. die Aufgabe in (§. 24.) auf eine leichtere 
Weise lösen. Denn beschreibt man in (Fig. 10) über PQ, als Axe, die Um- 
drehungsfläche, deren Erzeugungscurve nach (§. 24.), wenn man die Axe a 
nennt, die Polargleichung 

hat, so erhält man, nach den Bezeichnungen in dem erwähnten Paragraphen, 
rcosy = 52r, also • 

r^ = a^z} 

was offenbar nichts anderes als die Gleichung (1.) in (§. 26) ist. Diese 
Auseinandersetzungen der Hethode werden genügen, um sie in andern, zu- 
sammengesetzteren Fällen anwenden zu können. 
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§. 29. 
Wenn man sich die Pancte einer krummen FIficfae auf gewisse Pnncte des 
Raums nach besondern Gesetzen wirkend vorstellt und die diesen Gesetzen 
entsprechenden Kraflflächen construirt, so kommt man leicht zu eigen thüm- 
lichen Mitteln, geometrische Eigenschaften solcher Flächen zu entdecken. 

Ich will hier nur noch zeigen, wie man z. B« durch solche Betrachtun- 
gen die Axen einer Fläche zweiten Grades finden kann. Zu dem Ende erwäge 
man, dafs eine Linie zweiten Grades 

(1.) Aa?'\-Bf^C'\-^A'y'{2Bx^2Cxy = 

einen Punct, oder zwei sich schneidende gerade Linien darstellt, wenn 

(2.) ABC— AA'^ — BB" - CC^ + 2A'BC = 

ist, die Coordinaten mögen rechtwinklige, oder auch schiefwinklige sein. Aus 
der Flfiche zweiten Grades 

(3.) ax''\-bf-\^cz^J^2a'yZ'\'2b'zX'\'2dxy = 1, 

die auf schiefwinklige Coordinaten bezogen sdn soll, deren Anfangspunct im 
Mittelpuncte der Flfiche liegt, leite man auf folgende Weise eine zweite Flfiche 
ab. In (Fig. 12) sei C ein Punct der Oberflfiche zweiten Grades; OA = x, 
AB = y, BC=z seien seine Coordinaten. Man verlfingere den Radiusvector 
OC = r bis C, so dafs die Ordinate C'B' = ^ des Puncts C dem Radius- 
vector r gleich wird: so ergiebt sich aus den ähnlichen Dreiecken OBC und 

9*9* 

OB^C, wenn man OC'^=q setzt, ar = — ; und wenn die Abscissen 0^'=^ 

und AB' = ri genannt werden, so findet man vermöge der fihnlichen Dreiecke 
OAB und OAB: 

X = — und y = -S 

Setzt man diese Werthe von x, y, z in (3.), so erhfilt man die Gleichung 
einer neuen Flfiche , in welcher die Ordinate ^ jedes Punctes stets dem Ra- 
diusvector der Flfiche zweiten Grades, welcher diesem Puncte entspricht, 
gleich ist. Bildet nun jede der Axen der x, y, z oder S, rj, ^ mit den beiden 
übrigen, entsprechend, die Winkel l, fi, v, so geben die erwfihnten Dreiecke 
sehr leicht die Gleichung 

(4.) Q^ = r + iy' + r + 2j??cosA + 2?:Jcos^+2$i?cosv. 

Multiplicirt man daher (3.) mit (f^ und setzt für x, y, z die gefundenen 
Werthe, so erhält man , als Gleichung der neuen Flache, wenn auch fflr (>^ sein 
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Werth aus (4.) geschrieben wird, und wenn man berQcksichtigt, dafs ^ = r ist: 

(^,) (i_|,r^)f»4.(i_ÄrV+(l — ^0^+2(cosA — a'O^^ 

+ 2(cos/i— ÄV)rf-f.2(cosi'— cV)^ = 0. 

Der Durchschnitt dieser Fläche mit einer der Sti parallelen Ebene ^ebt 
offenbar eine Curve zweiten Grades, die sich in einen Punct verwandelt, wenn 
die schneidende Ebene in einer solchen Höhe liegt, dafs sie auf der Axe der 
^ den gröfsten Radiusvector r abschneidet. Dafs dieser Durchschnitt nicht zwei 
sich schneidende gerade Linien giebt, lehrt die blofse Anschauung auf der Stelle. 
Nach (2.) ist aber die Bedingung dafOr, dafs (5.) nur einen Punct darstellt, 

wenn man der Kürze wegen -^ = ti setzt: 

(6.) (U'^a)(u — b)(u—€) — (u—a)(uco8l — a'f — (u — bXucosfi — bJ 
— (u — c)(uiyosr—cy-{-2{ueo8l — a')(ueoBfi—V){ucosr—€') = 0. 

Die Auflösung dieser cubiscben Gleichung ffihrt, wie leicht zu sehen, zur 
Kenntnifs der Gröfse der drei Axen der Fläche zweiten Grades. 

Sind die Coordinaten rechtwinklige, so verschwinden die Cosinus aus 
dieser Gleichung und man erhält zur Bestimmung der Axen die mehr bekannte 
Gleichung 

(7.) {u—aXu—bXu—cy—{u—a)a'^ — (u—b)b'^ — {u—c)c'^-\-2a'b'c'^0. 

Es ist leicht zu sehen, dafs sich ähnliche Betrachtungen auch auf die 
Untersuchung der Eigenschaften von Curven anwenden lassen. 

§. 30. 
Die folgenden Paragraphen sind noch dazu bestimmt, die Anwendbarkeit 
meiner Methode auf vielfache Integrale zu zeigen; zu deren Behandlung sie 
sich als vorzüglich geeignet ergiebt. Ich werde zunächst das bekannte Beispiel 
abhandeln: durch einen gegebenen Umring die kleinste Fläche zu legen. 

Die Projection des Umringes auf die Ebene der xy stelle die krumme 
Linie (Fig. 11) dar. Auf der Axe der x nehme man willkfirlicb die Abscissen 
• . . x^i^ ^0, Xi^ 0^2, .. . an, und auf der Axe der y die Abscissen . •'. y.|, 
yo9 >"i9 y29 • • • Dadurch werden in der Ebene der xy die Puncte . . . äTü/ü, 
^0X19 ^1^09 ^iXi) ^1X29^2X19 ^2X29 • • • bestimmt, zu denen, entsprechend, 
die auf dieser Ebene senkrechten Ordinaten ... 2^(1,, z^ , z^^ z^ , Zi2^ z^i^ ^22 9 • • • 
gehören mögen. Die Endpuncte dieser Ordinaten bilden die Ecken von ebenen 
Dreiecken, aus welchen die kleinste Fläche bestehen soll und von deren Pro- 



348 2f. Schellbach, Probleme der Variatiomreehnung. 

jection auf die Ebene der ^ die eine Hfllfte dieser. Dreiecke in der Figor 
scliraffirt sich zeigt. Das durcli die Ordinalen z^n^ ^m+i,>i9 ^m+i,»+i bestimmte 
Dreieck werde mit v^^ bezeichnet, so dafs die drei, deren Projectionen die 
Figor doppelt schraffirt zeigt, i^g», 1^019 ^n sind. Diese Dreiecke sind 

ni = iK^i— a?ü)'(r2— ri)H(^i— ^ü)'(«M— ^ii)'+(r2— ri)'(«ii— «w^^^^ 

ni = i{{^2—ix^i)\y2—yi?i'(^2—^i)\^n—«2iT+iy2—y^^^ 

Aus i^u) erbalt man v^ü^ wenn man die Zeiger von y nm 1 erhöht, and 
aus 1^01 erhfilt man Va durch Erhöhung der Zeiger von or um 1. Man be- 
rechnet nun den Inhalt einer krummen Oberfläche am besten so, dafs man erst 
die eine Hälfte dieser Dreiecke addirt, also etwa die schraffirten, und dann die 
Summe der andern Hälfte nimmt, die sich offenbar der ersten als gleich er- 
giebt. Man vermeidet auf diese Weise die weniger einfache Vorstellung von 
parallelogrammatischen Oberflächen-Elementen, die sehr leicht zu der Ansicht 
fahren könnte, dafs eine krumme Oberfläche, von parallelen Ebenen durch- 
schnitten, lauter parallele Durchschniltscurven geben mflfste; oder wenigstens 
bleibt es sonst stets etwas unklar, wie sich diese viereckigen Flächen- 
Elemente mit ihren vier Ecken sämmtlich an einander anschliefsen sollen, und 
man mufs schon bei der Bildung des Elements die höheren Ordnungen der Diffe- 
rentiale vernachlässigen; was hier wenigstens nicht der Fall ist. Zu gleicher 
Zeit erreicht man den Vortheil, dafs jede Ordinate nur in drei Flächen-Elementen 
zugleich vorkommt, bei der andern Betrachtungsweise aber in vier solchen 
Elementen liegen wflrde. 

Der Ausdruck fQr U ist offenbar nur, da der Umring nicht selbst noch 
als veränderlich angenommen wird: 

Die unbekannten Gröfsen, welche gefunden werden sollen, sind hier die Or- 
dinaten ... s^uu^ ^019 ^lu? ^u^ »«m von denen jede im Allgemeinen in drei 
Flächen-Elementen vorkommt; z.B. z^ nur in den drei Elementen i^uo, 1^019 ^u- 
Differentiirt man also U nach z^ , so gelangt man zu der Gleichung 



(1.) 



V V 



I (rt— ri)*(a'u— »»1) (ri— yi)'(»ti— »u) _ q 



*.! »Il 



Solcher Gleichungen erhtlt man bekanntlich so viele, als Ordinaten zu bestimmen 
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sind, and da die x und y wOlkflrlidi angenommen worden, so reiehen die 
Gleicliangea zur Lösung des Problems Iiin. 

Geht man non zn nnendlicli kleinen Differenzen Ober and bezeiehnet 
Sui durch 9(d%y), so wird 

«»I = y(a?, y-\-dy), «M = y(a?-f dx, y), «u = 9>(a?+öa?, r+^X)» 
ar,j = 9(«4-6a?, y+25y), «u =* y(a?4-2öaf, y+5y) and 

= 9,(ar+ö*,y+ay)-y(x,y+öy) ^JSi£i^Mi£^^ 

z^^zn « 9'(*+3d»,y4-öy)-9(x+öar,y+öy) «= ^y<^+^|/t^>^^ . 

Setzt man noch i'oo «= V(^« y)i ^^ 

y« = V(*»y+öy) "nd vu = V(*+9«,y+5y), 
so verwandelt sich durch diese Werthe (1.) in 

^** I ^(ITr) v(*.r+3!r) ' 



*ii ■"" *0I 



oder in 



ö . . . v\ Xfl 



oder in 

was man, wenn fflr q>(x, y) wieder z gesehrieben wird, knrs dareh 



^(^^j^|L^^j = bezeichnen kann. 



Es ist aber 

Crelle*f Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 4. 47 
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also 

Demnach erbfilt man aus (20^ wenn man noch, wie gewöhnlich geschieht« 

Bexeichnnngen g = /t, ^ = q, |? = ^> ^ = ''' |? = ' ^'"'■^'*- 

(3.) (14.;,^)<+(14.y^)r-2/fy* = 0; 

welches die bekannte Gleichung ist, die Lagrange snr Lösnng des vorgelegten 
Problems gefanden hat. 

S. 31. 
Es sei nun allgemein fflr ein zweifaekee Imtegral z^ die OrdinatOi 
welche den Abscissen x^ und y^ entpricht, also Zt^=^ip{x,y) und z„=s 
(p{x-\-mdx, Y'\'ndy)^ und die Function unter dem Integralseichen enthalte 
selbst noch die dritten Differentialquotienten von z, so dafs die Funetfon 
die Form 

/•(««., ^öx, ^dy, ^öx», S^ö^ör, 

hat, aus welcher alle flbrigeu unter dem Integralseichen befindlichen Elemente 
durch gehörige Erhöhung der Zeiger gefunden werden. So z. B. erhflit man 
hieraus V^^ , wenn man die ersten Zeiger um m und die zweiten um n erhöht 
Die Elemente, welche das Integral zusammenfafst, sind 

*CW1 ^^Vi^ •^^ ^3Ü9 • • • 

'oi» ^a^ 'ai^ ^n% • • • 
•^9 ^vt^ 'a^ ''^»^ ••• 
*uii '^ny *«» *»$ ••• 

und die Ordinaten, welche Fun enthilt, sind in folgend« Weise zusammen- 
gestellt: 



^d^By = «u-«»~«u+«io; -^öy^ = ««-2««+«»; 
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-Qj^Ba^—Xx—^Hija-^Zzm—Zat', gp^5x'öy=«si— 2«a,-|-«M— «»+2«»,— ««,; 

Die Ordinate, welche in allen Elementen 





Vn 






^^02 9 


^ll'i 


Vr, 




^sa^ 


Fu, 


^23 9 


V,, 



vorkommt, ist 2^33; Ordinaten mit niedrigeren Zeigern kommen nicht in allen 
diesen Functionen vor, und die mit höheren kommen erst in spfiteren, aber auch 
nur in 10 Elementen des Integrals vor. Also braucht man hier nur nach 1^33 
SU differentiiren, wenn man den vollstfindigen Differential- Ausdruck haben will. 
Bei der Differentiation nach 2^33 bilde man nach und nach die Glie- 
der der nullten, ersten, zweiten, dritten Ordnung; das ganse GeschSfl be- 
steht nur darin, die Elemente aufzufahren , in denen diese Ordinate vorkommt. 

dV 
Glieder der nullten Ordnung sind: ^ ** * 

Glieder der ersten Ordnung: ~ \ ^ ^ \- ^ — 



«'*-^ «'«"^ ^«•tf' ^■'-^ 

= B / sr„ •. a , ar„ ■ . 

Glieder der zweiten Ordnung: 

By*B.'^ BsByB-^^ exörö-g^ By^B^^^ By'B^^-^ 

I < i dr„ ar., bv,, . bv,, 

' ajra^ BxBy BxBy BxBy 

47* 



352 "• SektlUmek, PtMeme der Varialiömtreehtung. 

Gliedw d«r dritten Ordonog: 



+ ^^, 2 ^^j — + 8 ^% — 

+ — ^^^ — «— ^%r- 



ay«d.^ 



a* / aj.. V a» ,__aiv_v a« /_afi,_\ 
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Eise der Gleiehimgen fttr das Maximimi oder Minimam einer solchen Fonetton 
Ist also 






Solcher Gleichungen erhält man so viele, als Ordinaten sn bestimmen sind; 
rie werden aber offenbar alle durch die einxige 

dv a /dr\ a / ar v , a« / dv \ i dL/--i£_\ 

reprisentirt. Das Gesetx des Fortschritts' dieser Formel ist hintenglich klar. 

$. 33. 
Bei einem irdfaehen Integrale möge u eine Function von x, y, z 
sein^ also u = y(a?, y, «) und •««^•,p = yCar-f*^^* y+^öy> «^+pö«); 

die Function unter dem Integralseichen enthalte der Einfachheit wegen nur 
^ du du du n . , 

**' SJ' 3F' 5^' ■'*" 

K«^, ^Ö», -^ör, ^dz) oder 

Die Elemente 9 welche das Integral susammenfafst, sind hier 

^«lor MO ^Txn '^Mi»«« ^aa ^ua. ^%u 'aoi»»« ^uä ^tm 'am 'jw« '«b ^^im '^o ^an»«» 
fem) ruo rjjd rjio*.« lou rill r2ii lau"» '^Jiia '^lu 'an ^su»»» ^^ f lu ^^lu •^JlS•••j 
^iBü '^ ^«0 '^••» ^cßi ^121 J^ •^m»»» ^0» 'jBt f^ '»•v 'uü ^^las '^ r j»...) etC. 

^090 ^OÜ ^230 ^SW« ^(UM ^Ul ^231 *»!••• MW ^1» 'm 's»"» r^jj Fisj r 2M 'sjS" 
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Man braucht nur nach tiui sn differentiiren , weiches Element in den Fandionen 
ViMH)^ ^luii ^uii^ ^111 vorkommt; denn höhere Elemente als tiui kommen ancb 
nur in 4 Functionen vor und die niedrigem erscheinen nicht vollstAndig in 
vier solchen Functionen. Es ergiebt sich auf diese Weise 

s^n^ d^iu [ sKu a^ot, [ sr.., ar,,, ar... 

S'^ni Q^e.^ a^a^^ aya^^ ayd^^ ^^^-^^ ö*«.^ 

\öjr/ ^ ay ^ \ dz y 

und solcher Gleichungen erhAlt man so viele als Functionen tf zu bestimmen 
sind. Diese Gleichungen werden durch die eine reprisentirt : 

du dxl r. du ] dyi^du] dzl^au] 

\P-d^J \^dp^ ^^'d£/ 

Die in den zwei letzten Paragraphen behandelten Beispiele werden voll- 
ständig genflgen, um die Methode in allen, selbst den verwickeltsten FAllen, 
anwenden zu können. Auch die Grenzbedingungen mit in Rechnung zu bringen, 
wird keine Schwierigkeiten haben. 

%. 33. 

Als zweites Beispiel will ich nur noch kurz die Aufgabe berfihren, 
welche sich Poisson am Ende seiner Abhandlung Aber die Variationsrechnung 
im 12ten Bande der Memoiren der Pariser Akademie gestellt hat. Euler behan- 
delt nämlich im Anhang zu seinem bekannten Werke ^Methodus inveniendi etc.** 
die elastische Curve; wobei er erzählt, dafs er durch Daniel BemouUi auf diese 
Aufgabe gefAhrt worden sei, der die ganze Kraft, welche in einer gekrümmten 
Feder liegt^ durch eine einzige Formel ausgedrückt habe, die er die vis /;o- 
tentialis nenne. Dieses Potential ist nach BernouUi das Integral 

wo Bs das Bogen-Element und {f den KrOmmungshalbmosser vorstellt. Es mufs 

1 axa\ öyd*jr 

für die elastische Curve ein Minimum sein. Man hat also, da — = -^w ,^ 

ist, jj _ fidxa^y—dyd^xY 

~J ds' 

Da hier weder x noch y vorkommt, so erhall man nach dem allgemeinen 



/ 
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Formeln in ($. 10.) sogleich die beiden Integrale 

df g df ^ ^ 

d.dx d.d*x ' 

oder 

Nimmt man d^ constant an, so wird dxd^X'\- dyd^y = 0^ and daher folgt aus 
den beiden letzten Gleichungen auf der Stelle: 

oder 

29- — = ady'{-bdx 

Ana dem Integrale dieser Gleichung 

in welchem 2a und 26 an die Stelle von a und b gesetzt worden sind , erkennt 
man schon die elastische Linie. Um noch weiter zu integriren, setze man 

ay'\-bx-\'C = |, 
ax — by = fj, 
also 

ady + bdx = dS und aöV + *ö^^ = ^^^^ 
adx — bdy = öi; und ii9*a? — bd^y = ö*iy, 
folglich 

Bezeichnet man also df'\-dif durch do^, so ist 

(2.) a#)/(a*+*') = öa. 
Es ist aber 

dxd^-dyd'x = iil und öarö^ar^-öyaV = 0. 



Die Summe der Quadrate dieser beiden Gleichungen giebt 

(3.) d'x^-\-^y* = ^, «bo 1 = (ü^-f y) ^'y ^' - 
Da d« oonsUmt «ngenoinineD worden ist, so ist auch aas (2.) 

aeö'Höi/öS? = 0, also ö«f«+öV = ^^*; 
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daher ist endlich aas (1.) and (3.) 



also 






Von dieser Gleiohang ist das Integral, wenn man 2}f(4^-^l^) = -T- setzt, 

Daher wird 

oder fflr fy^=ze und |=jfsmy); 

/* coscpdop . /' cos' cp dop 

%/ Y(i — e*C08^7) ' y y(l— e*co8*9) 

HAUe man der elastischen Feder eine bestimmte LSnge gegeben, also 

angenommen, so wAre die Rechnang dadurch nicht wesentlich geftndert worden. 

Paisson gebt nan einen Schritt weiter und betrachtet eine elairtiscbe 
Scheibe als eine kramme Flfiche, fOr welche, bei einem gegebenen Inhalte, 
das Integral 

ein Minimum wird. Er versteht dabei anter q und ^' die beiden auf einander 
senkrechten Haaptkrflmmungshalbmesser eines Pnncts der krummen Fliehe. Be* 

Sz 8z S^z S*z 5*Ä 

zeichnet man demnach, wie gewöhnlich, -g^^ -gr^ o-ty a k ^ g-r entsprechend 
durch p, q, r, e, t, so wird 

Nachdem Pouson hier die höheren Potenxen der Gröfsen p, q, ... ▼emaefa- 
Ifissigt hat, behalt er fflr U den Ausdruck 

der nach Anwendung der oben entwickelten allgemeinen Formel 
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a / dFv , d / BV\ a* / ar \ a* / ar ^ a* / ar 

za der Gleichung 



d^z IQ d'z , d^z j/^ö'z I 3»«\ _ ^ 

fahrt. Die in der Pohson'schen Abhandliing vorlcommenden Untersnchnngen 
Aber die Grenzbedingungen bei solchen Aufgaben lassen sich nach unserer 
Weise durch sehr einfache Betrachtungen ersetzen. 

Um die Rechnung weiter zu fOhren setzt Pcisson 

d*z I d*z c. 

wodurch sich die letzte Gleichung in 

verwandelt. Er wendet dann Polarcoordinaten an, indem er ar = rcostf und 
y = rsin0 setzt und kommt nach einer ziemlich unbequemen Rechnung zu 
der Gleichung 

d*z . 1 d*z I 1 dz j. 

aus welcher dann eben so 

folgt. Diese Rechnungen lassen sich aber nach einer schönen Arbeit Ja- 
cobVs: „Über eine particulare Lösung der partiellen Differentialgleichung 

d*F d^V d*V 

g-i-4"5rt"fa"T- = 0*' im 36ten Bande dieses Journals, durch ganz einfache 
Operationen ersetzen. Ist nämlich in dem Integrale ff/Gd:cdydz iieGrötsev 

eine Function von x, y, z und G eine Function von x,y,z,v, ^, j^, ^, und 
man drückt x, y, z durch neue Veränderliche l, fi, y so aus, dafs 

X = 7i(X, fx,y), y = Q(l,fi,y), z = a{l,/ti,y) 
gesetzt wird, so verwandeln sich dadurch v in <p und G in 1\ wo i' eine 

Grelle*! Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 4. 48 
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FancUon von ^^A'^^iy^gfi^^'g? *s** ^^^ Determinante -^+g^^^ 
==^+-5?Tr2-r^ v^erde durch J bezeichnet, so erhält man 

fffGbxdydz ^ JJJrJdld^idv. 

Differentiirt man diese Gleichung nach der Gröfse Vy oAev, was Dasselbe ist, 
nach ip^ so erhält man, wenn statt dxdydz sein Werth Jdldfidv gesetzt 
and der Factor dld/j^dr weggelassen wird: 

(!•) |a„ ..(,.^) a,(,.|) a.(^)j 

'' H^t) ^i'l^ "i^) 

Statt eines dreifachen Integrals hätte offenbar aucb ein nfaches der 
Betrachtung zum Grunde gelegt werden können. 

Wir wollen diese nützliche Formel zunächst auf die Transformation des 
Ausdrucks 

dx* • dy* • dz* 

anwenden, der so häufig in der matfiematischen Physik vorkommt Setzt man 
nemlich x = kco3fij y=^ls\nficosy, Ä: = Asinasinr^ so wird 

dv dvdjc I dvÖY i dv dz dv i dv . dv . 

är = ä^är + ä7öt + ä^är== äjCosA/. + ^8in.ttcos,'-t-^sin/*smi', 

dv dvdx 1 dv dy \ dv dz dv . . i dv . ^ t pv ^ 

dv dv dx I dv dy \ dv dz dv ^ . • i öü , . 

äi^ = 5]?di^+S7ä7 + 5Iäir == -ßp^^^^f^ smy -i ^ k am fi cos y. 

Hieraas ergiebt sich sogleich 

also 

W y^l(S)'+(|)'+(S)'l^-era. 
=^fö)*+ F0+ psk <l)'l »'""•" »^«'' ^' 

da nämlich das Element dxdydz bei der Transformation durch JL^siüf^dldudv 
ersetzt werden mufs, also ^=:il^sinu ist. Nach der Formel (1.) erhält man 



2t. Sehellbach, Probleme der Variaiionarechnung. 35g 

daher aus (2.), wenn man auf beiden Seiten mit l^sinfx dividirt: 

1 ( d r.2 • öv\ , 3 / . dv\ , d / i dv\\ 
~" V bl \ dxJ'^' A*8inAt 6^\®'°-"a;i/ + A'sinV "ä^ 

Ware demnach etwa der Ausdruck links in dieser Gleichung Null, so hfltte 
man auch 

was die bekannte^ zuerst von Laplace gefundene Gleichung ist, die sonst nur 
durch beschwerliche Rechnungen entwickelt werden kann. Cauchy hat im 
ersten Bande seiner „Exercices d'analyse et de physique mathematique '' 
pag. 26 dieser Transformation eine etwas veränderte Geistait gegeben, deren ich 
hier gedenken will. Setzt man nämlich 

siui/ = , also cos/A = ttgu/ und sinudiu = 3^, 

cost^ f^ ^ ^ f^ r- cos fp' 

so erhält man, ganz wie oben verfahrend, 
also , da ^ = rr is* 1 

Daher ist 

Fflr 1^/ statt y> wird 

tgi.« = ^ 
und 

48* 
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80, wie Cauchjf die Formel aufstellt Das Weitere Ober diesen Gegenstand 
ist bei Jaeobi am angeführten Orte nachzusehen. 

Wir wollen nun dieselbe Formel auf unsern einfacheren Fall anwenden, 
WO |-7 -f- |-r durch Einf Qhrung von or == r cos und y = r sin transformirt 

werden soll. Hier ist 

Bz dz ^ I dz • ^ 

_= g^ cosö + ^sinö. 



also 



dz dz • y^ • dz _ A 






J)a das Fliehen - Element dxdy durch rdrdO ersetzt werden mufs, 
so ist J = r, also 

ö*2 I 5*« _ 1(3 r^dz\, d (i Ö2\) ö»2 , 1 a« , 1 d^z 

so wie es oben angegeben wurde. 

Die weitere Lösung der Aufgabe gehört nicht zu unserem Zwecke. 

§. 35. 
Wie wenig noch die Kennlnifs der Variationsrechnung verbreitet sein 
dürfte ' und von ausgezeichneten Mathematikern für verbreitet gehalten wird, 
sieht man daraus, dafs z. B. Poisson in seinem Lehrbuche der Mechanik , um 
nur die einfachsten mechanischen Eigenschaften der CjßkUode nachweisen zu 
können, es fOr nöthig hfilt, den Leser erst mit den Elementen der Variations- 
rechnung bekannt zu machen. Aus demselben Grunde sind auch die schönen 
Transformationsformeln der Bewegungsgleichungen, welche hagraiige in der 
analytischen Mechanik entwickelt, weder in das Pomoit^sche, noch in ein an- 
deres der bekannleren LehrbQcher der Mechanik übergegangen. Da diese 
Formeln ein besonderes Interesse haben, und sich durch die von uns be- 
nutzten Vorstellungen leicht ergeben, so will ich sie zum Schlüsse hier 
berühren. 

Man habe die drei VerAnderlichen x, y, z durch drei andere S, tj, ^ 
auf die Weise ersetzt, dafs 

(1.) X = y(f,^,C), y = x{S,v^^)9 « = V^(f>^.5)- 
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Den willkorlichen Wertben 

Ij Vß ti fl» %9 Ci; ^29 %1 ^2 

mögen die Werthe 

^j r> «/ ^11 yx^^^t\ a?2, ya» «2 

entsprechen. Eine Function F von jr^ y, z, Jx, Jy, Jz verwandele sich 
durch Einsetzen dieser Werthe in eine andere Function ^ der Gröfsen S, 
Vf tß ^Sß ^Vf ^f 90 dafs sich also die Gleichungen 

(2.) F{x, y, z, Jx, Jy, Jz) = *(^ ri, ^, JS, Jrj, J^) 

oder kurz F=z 4>, 

(3.) F(xi,Tit^Zi^Jxi^Jyi^Jzt) = <^(S^,r]^,^i,JSi,Jtii^JZi) 

oder kurz .F\ = *| 

ergeben. Lfifst man nun x, y, z um die unendlich kleinen Gröfsen a, b, c 
wachsen, so mögen dadurch §i, iji, ^i um die unendlich kleinen Gröfsen a, ß,,y 
zunehmen. Man erbfilt dann aus (2.) und (3.) : 

C»-) (^-^>+(af-^>+(f-^)« 

Zieht man (5.) von (4.) ab , so ergiebt sich 

Nimmt man nun Xi, yi, sfi unendlich wenig von x, y, z verschieden 
an, also auch §i^ i/i, ^i unendlich nahe dem S, V> C und bezeichnet die Grö- 
fsen a, b, c und a, ß, y lieber durch dx, dy, dz und 9^, Sri, d^, um gleich 
zu sehen von welchen Elementen sie die Zunahmen sind, so verwandelt sich 
die letzte Gleichung in 

Wfire z. B. 

F = Ti^dx, dy, dz) — G{x, y, z) = T— C 
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und es verwandelte sich durch die erwähnten Substitutionen 

T in T(S,v.^sd^,dri,d^) und G in r(l,i?,C), also * in T-/; 
so erhält man in diesem Falle aus (6.): 

Diese Formel läfst sich nun unmittelbar auf die Bewegungsgleichungen 
anwenden, die für einen roalerielien Punct Statt finden , der von einem andern 
festen Functe angezogen wird. Die Gleichungen sind bekanntlich, wenn R 
eine Function der gegenseitigen Entfernung r der beiden Puncte ist: 

oder, da r* = a?' -j- y* -f ** ""*' rBr-=xdx-\-ydy-\-zdz ist, 

"SFi" dx ~ "' dt* ^ dy ■" "' dt* ^ dz ~ "• 

Setzt man nnn 

o dr dG „ Ör ÖG „ Ör ÖG , 

oder lldr = d6r, also /Rdr = (wo & eine biofse Fanction von x, y, z 
ist), so werden die Bewegungsglächungen zu folgenden: 

ö»x , 36 rt av ■ aG rt d*z , aG ^ 



Setzt man endlich 



^( flx-w+a.- ) ^ y^ 



so ist 



aj- ar ar ar a» ar 



at» ~ a.a,r ' dt* d.dy ' a<» a.as ' 



also 



d*x _:, dT d*y _ p. dT d*z _ ^ dT 

dt* ~^'d.dx'> dt*~~^'d.dy' at' ~*^*"§Ldr' 
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and die Bewegungsgleicbungen verwandeln sich in 

Vermöge dieser Gleichungen ist aus (7.) die Seite links verschwunden : 
also mufs die Seite rechts ebenfalls verschwinden; was nur möglich ist, wenn 
die CoöCGcienten von ii, dij, (^ zu Null werden, da diese Gröfsen zwar 
unendlich klein, aber ihre Verhaltnisse zu einander ganz wiilkarlich gesetzt 
sind, also auch nicht etwa durch eine Gleichung zwischen andern Gröfsen 
bestimmt werden können. Man erhalt demnach statt (8.) die drei merkwür- 
digen Gleichungen 

^ ar ST ar ^ 

Q aT 37 ^ d£_ ^ Q 
d.dv dv "^ dti ' 

^ dT 3T , ar _ ^ 

deren Anwendong in der analytischen Mechanik von Lagrange nachzusehen ist. 
Berlin, im Februar 1851. 
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22. 

Berichtigung zu der Abhandlung No. 1. in diesem 

Bande. 

(Vom Verfasser derselben*).) 



1. Lier in ($. 3.) enthaltene Satz: dafs der allgemeine Summen- 
Ausdruck einer rigliedrigen Reihe 

+ a'\'bx — cx'\' • • • +px^''^ 

die Form Sn=^f{x)±F{x,n) haben müsse, ist richtig; der daffir gegebene 
Beweis aber ist mangelhaft, und es kann der Satz einfacher auf folgende Weise 
begründet werden. Ist /\x) der geschlossene Ausdruck, welcher die unend- 



*) Der Herr Verfasser der genannten Abhandlung ist leider! bereits verstorben; 
und zwar so bald nach dem Niederschreiben des obigen Zusatzes zu derselben, dafs 
dieser Zusatz nicht mehr bei Lebzeiten des Verfassers gedruckt werden konnte. 

Der frühe Hintritt dieses in mehr als einem Fach bewanderten Mannes ist gewifs 
zu bedauern; und für die Hathematik in der Hinsicht insbesondere, dafs hier einer der 
seltenen Fälle war, wo Jemand, der ganz verschiedenartigen Berufsgeschäflen eifrig ob- 
lag, mit der Hathematik, aus blofsem Gefallen an derselben, nicht blofs oberlEldchlich, son- 
dern tiefer eindringend sich beschäftigte. Dilettanten, welche mit Erfolg zu arbeiten 
vermögen, sind bekanntlich in der höhern Mathematik seltener, als in andern strengen 
Wissenschaften. 

Dem Herausgeber dieses Journals sind auf seinen Wunsch einige nähere Nach- 
richten über den Lebenslauf des Herrn Prchn zu Theil geworden , und er glaubt nicht 
Unrecht zu thun, wenn er dieselben hier auszugsweise hersetzt. Sie gewähren zugleich 
einen Beitrag zu den Schilderungen der mannichfaltigen Entwicklungs-Arten der mensch- 
lichen geistigen Thätigkeit. 

nJeppe Prehn wurde zu Kopenhagen am 29ten August 1803 geboren. Sein 
„Vater, später Conferenzrath , war damals bei der deutschen Kanzlei angestelt.^ Bis zu 
„seinem Uten Jahre blieb Prehn in seiner Geburtsstadt, und darauf bei seinen Altern im 
„Schleswigschen (der Vater bekleidete daselbst eine Burgermeisterstelle). Im Jahre 1816 
„zog er mit seinem Vater nach Ratzeburg. Hier besuchte er die alte Domschule, darauf 
„1821 die Universität Göttingen und 1822 die Universität Kiel, um nach dem Wunsche 
„seiner Altern die Rechte zu studiren; während ihn jedoch die eigene Neigung mehr zu 
„mathematischen Studien hintrieb. Er verfolgte indessen mit gewissenhaftem Eifer seine 
„Fachstudien, so dafs er 1825 das juristische Examen zu grofser Zufriedenheit in Kiel 
„bestand und bald darauf als Volontair an die Rentenkammer nach Kopenhagen gehen 
„konnte. 1828 ward er Bevollmächtigter an einem Comtoir dieser Behörde. Als solcher 
„nahm er Urlaub zu einer Reise nach Paris, um einerseits das Wesen der Geschwomen- 
„gerichte, andrerseits mathematische Wissenschaften und Wasserbaukunst zu studiren. 
„Letzteres Studium begann er durch einen mehrmonatlichen Aufenthalt in Holland. Am 
„Iten August 1829 befand er sich in Paris, zufolge eines über den Aufenthall daselbst 
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liehe Reihe mit wechselnden Zeichen 

+ a-f*^ — cx^-^-dw^ — ••• 
nach den Regein analytischer Rechnongen gleichrasetsen ist, und ist 

so erbfilt man 

wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem n gerade oder unge* 
rade ist Setzt man die in Klammern eingeschlossene unendliche Reihe, die 
eine Function von x und i» ist, = JF(x, n), so hat man 

«« :=:r(^)±F{x,n); 
wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem n gerade oder un- 
gerade ist. Aus der Gleichung (IL $. 3.) folgt, dafs F{x, n) fOr alle Wertfae 
von X, die in dem Intervall der Convergena liegen, bei unendlichem Wachsen 
von n verschwinden muii). 



^gef&hrten Tagebuchs. Dieses Tagebuch, mehr zu eigner gemfitUicher Erinnenioff, als in 
^wissenschafUidier Absicht geschrieben, entbfilt nur wenige genaue Angaben über den 
^Gang seiner mathematischen Studien. Er benutzte seinen Aufenthalt in Paris zugleich 
«zur socialen Ausbildung in den ersten Schichten der Pariser Gesellschaft. Die hierüber 
«niedergeschriebenen Bemerkungen, so wie zerstreute Bemerkungen über das Pariser 
«Volksleben, zeigen an Prehn eine feine Beobaditungsgabe. Ungeachtet der Mannig- 
«faltigkeit Dessen, wofür er sich lebhaft interessirte, mochte er doch keinesweges blofs 
«obeäficblich sich umsehen, sondern abwechselnd nahmen bald juristische, bald roathema» 
«tische Studien seine ganze Zeit in Anspruch; und dann wurde immer ein Thema ganz 
«abgemacht. Wiederum auch ergab er sich ganz der Geselligkeit. Die grofsen hydrau« 
«tischen Anlagen in und um Paris besuchte und untersuchte er. Vor Allem nahm seine 
^^Aufmerksamkeit der damals im Bau begriffene Caaal du centre in Anspruch, zu welchem 
«er eigends eine Reise von Paris aus machte. Der Bericht über diese Reise enthält in- 
«dessen nur feine Characterscbilderungen des Volkslebens, und frische und lebendige 
«Schilderungen der Landschaft." 

«Schon in Paris verhielt er sich aber bei seinen mathematischen Beschäftigungen 
«nicht blofs in sich aufnehmend, sondern er scheint schon mehrere Abhandlungen selbst- 
«ständig ausgearbeilet zu haben. Er erwähnt einer solchen, ohne Angabe des Themas, 
«welche er anfünfflich habe veröffentlichen wollen. Da sei ihm aber auf der Bibliothek 
«ein Aufsatz yonnuler zu Gesicht gekommen, der, wenn auch auf anderem Wege, die- 
«selben Resultate gewonnen habe, als er. Mit einem anderen Aufsatze, betitelt: ^ Methode 
«gte^rale analytique pour calculer le frottement dans les engr^nages" wollte er den 
«längere Zeit unterbrochenen Verkehr mit Poision .meder anknüpfen. Poisson übergab 
«den Aufsatz der Akademie in Paris, ungeachtet Prehn nicht daran dachte." 

«Im October 1830 kehrte er nach Kopenhagen zurück und ward Comtoirchef bei 
«der Rentenkammer. Im Jahre 1834 wurde er aufgefordert, sich zu der damals erledigten 
«mathematischen Professur an der Unisersität zu Kiel zu melden. Er zog es aber vor, 
«die Amtmannstelle zu Steinhorst im Lauenburgischen anzunehmen. In demselben Jahre 
«verheirathete er sieh und lebte bis 1848 in stiller ländlicher Zurückgezogenheit. In der 
«ganzen Zeit beschäftigte er sich in seinen Mufsestunden mit mathematischen und physi- 
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2. Die ganze Anordnang in der Abhandlung, namentlich in den Para- 
graphen (3. 6. 14. und 15.), zeigt, dafs ich nur solche divergente Reihen zu be- 
handeln beabsichtigt habe, die fflr irgend ein Intervall der Variablen convergent 
sind. Ich habe aber unterlassen, dieser Beschränkung in (§. 1.) ausdrficklich 
zu erwähnen, weil ich es übersähe, dafs es auch unter den nach Potenzen 
einer Variabein geordneten Reihen solche giebt, die fflr jeden Werth der 
Variabein divergent sind. Wird diese Beschränkung hinzugefOgt, so bleiben 
alle in der Abhandlung enthaltenen AusfOhrungen bestehen; nur mufs der in 
den Paragraphen (14. und 15.) begründeten Behauptung: dafs der Gebrauch 
solcher divergenten Reihen bei analytischen Rechnungen zuläfslich sei, die 
Bedinffuny hinzugefügt werden: dafs die Reihen, auf welche man im Laufe 
der Rechnungs- Operation geffihrt wird, so wie die Reihe, welche das End- 
resultat der Rechnung bildet, gleichfalls Reihen sein müssen, welche für irgend 
ein Intervall der Variabein convergiren.« 



„calischen Studien. Jedoch begann er eine gröfsere selbstständige Untersuchung erst 
^im Jahre 1845, als er durch Eisenlohrs Lehrbuch der Physik auf die Wirkungen der 
,,specifischen Wärme und die Expansivkraft der Luft besonders aufmerksam wurde. Die 
,,hierüber gefertigte Arbeit gab seiner Thätigkeit in den letzten Jahren eine entschie- 
,,denere Richtung.'' 

,, Nachdem er nämlich Steinhorst verlassen und nach Ratzeburg gegangen war, 
„wandle er sich ganz den mathematischen Studien zu. Um literarische Hulfsmittel zu 
„erlangen, war es ihm willkommen, von der damaligen Statthalterschaft des Hcrzogthums 
„Lauenburg mit einer länger dauernden Hission nach Berlin betraut zu werden, welche 
„ihm zugleich Zeit und Gelegenheit für seinen Wunsch gab. Das nächste Resultat seiner 
„Studien war hier die in diesem Journal Band 41 abgedruckte Abhandlung „Ober die 
„Bedeutung der divergenten unendlichen Reihen etc.*' Doch eröffnete er seine schrift- 
„stellerische Laufbahn nicht mit dieser Abhandlung, um, wie er sagte, nicht sogleich mit 
„Etwas hervorzutreten, was die Analytiker von vorn herein mit mifstrauischen Augen an- 
„sehen würden, sondern liefs ihr zwei andere, kleinere Aufsätze im 40ten Bande des 
„Journals vorangehen („Remarques sur le calcul etc." und „Ober die Aufhebung der 
„Ungleichmäfsigkeit etc.")." 

„Sein Wunsch war eine Stellung mehr für das eigentliche Feld seines Wirkens. 
„Er sagt in einem Briefe, er habe es klar erkannt, dafs die Mathematik und deren An- 
„Wendungen auf die Ausübung das eigentliche Feld seines Wirkens sei. Doch wurde ihm 
„dieser Wunsch nicht erfüllt." 

„Ein altes Hals-Cbel, das sich von Jahr zu Jahr verschlimmert hatte, nahm 1850 
„einen gefahrlichen Character an. Er reisete im Sommer 1850 nach Berlin, um einen 
„Arzt, der ihn daselbst schon früher behandelt hatte, zu consultiren. Auf Anrathen der 
„Berliner Ärzte trat er eine Reise nach dem südlichen Italien an, wo er durch längeren 
„Aufenthalt seine Gesundheit herzustellen hoffte. Doch ereilte ihn der Tod auf der Reise. 
„Am 28ten November 1850 starb er in Reichenbach; in den letzten Stunden gepflegt 
„von seiner ihn begleitenden Gattin und einer Tochter, fem von seinen andern f&nf 
„Töchtern. Ein Sohn und zwei Töchter waren den Altem schon im zarten Kindesalter 
«durch den Tod entrissen." 
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3. Es könnte scheinen, als wenn die hiernach eintretende Beschrän- 
kung des Resultats der Abhandlung von bedeutendem Umfange sei; dies ist 
aber nicht der Fall. 

Die Reihen, welche nach Potensen einer Variabein fortschreiten, haben 
fast alle ein Intervall der Convergenx; nur die Reihen von der Form 

Y(0)+A0)Ai)-^+/'(0)m)/'(3).^+ ••• +AO)Ai)Aa) . . . 

•../■(n-t)An).:r''+..., 

wo f{n) eine Function von n bezeichnet, die bei unendlichem Wachsen von 
n unendlich grofs wird, sind fOr jeden Werth der Variabein divergent; so 
£. B. die Reihe 

l.ar — 1.2.a;'4-1.2.3.a?^— • •, 

welche in den Paragraphen (7. und 9.) irrthämlich als Beispiel gebraucht wor- 
den ist. 

Reihen dieser Form kommen aber selten vor und sie können durch 
keine endliche Anzahl von analytischen Rechnungs - Operationen aus Reihen 
hervorgehen, die ein Intervall der Convergenz haben. 

Ratzeburg, im September 1850. 
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23. 

Über eine aUgemeine Eigenschaft der rationalen 
Entwickelongscoöfficienten einer bestinmiten Grattang 

analytischer Fonctionen. 

(Ton Hami Dr. K F. Kumm^erj ProfeMor in Breslau.) 



Ais ich vor einiger Zeit eine bestimmte Anfgalie der ZaUentlieorie 
naoli zwei versciiiedenen Methoden lösete, erhielt ich als Rewütat der Ver- 
gleichnng beider Anflösnngen eine bisher unbekannte Eigeoscliaft der BemauHh- 
9cken XahUn, welche darch folgende Congmenz ansgedrOckt wird: 

wo B^ die vte BemaulUsche ZaU, l eine b^ebige ungerade Primzahl und 
y eine beliebige, nur der einen Bedingung unterworfene ganze Zahl ist, dafs 
sie nicht ein Vielfaches von ^(>t— 1) sei. Als ich jetzt einen directen Beweis 
dieses Satzes suchte, fand ich, dafs diese Eigenschaft der BemoulKsdtkeü 
Zahlen nur ein besonderer Fall von allgemeinen Eigenschaften der rationalen 
Entwickelungs-^Afflcienten einer sehr ausgebreiteten Gattung analytischer Func* 
tionen ist Das von mir gefundene allgemeine Resultat lAfst sich folgender- 
maafsen in Form eines Lehrsatzes aussprechen: 

Lehrsatz. Wenn q>(x) eine Function von x ist, welche in eine nach 
aufsteigenden ganzen Potenzen der Gröfse z = €r* — ^ geordnete Reihe 
sich so entwickeln lAlist, dafs die CoöfiGcienten dieser Entwidielung ra- 
tionale Zahlen sind, in deren Nennern die Primzahl l als Factor nicht 
vorkommt, und wobei r und s rationale Zahlen sind, deren Nenner ebenfeUs 
den Primfactor k nicht enthalten: wenn femer dieselbe Function <p{x\ 
nach Potenzen von x entwickelt, folgende Reihe giebt: 

so findet unter den CoöfBcienten dieser Entwickelung folgende Con- 
gmenz Statt: 



2S. Kummer ß eine Eigenschaft gewisser Bntmeklungscoeffidenten. 369 

für den Modal iP. Die Zahlen m nnd n sind beliebige ganze Zahlen 
nnd nur der einen Bedingung unterworfen, dafs m^n ist. Die beson- 
deren Ffille fOr it = 1 , 2 , 3 sind : 

A^ — A^^i^i ^ 0, Mod.X^ wenn m ^ 1, 

-4^ — 2J«+a^-[--^m^-22-2 = 0, Mod. A% wenn m ^ 2, 

-4« — 3-4,n+i-i+3-4,n+aa^ — -^m+si-s ^ 0, Mod. Z', wenn »i^3, 

u. s. w. 
Beweis. Nach der Voraussetzung des Lehrsatzes ist 

oder, wenn man das Summenzeiehen 2 anwendet, 

wo Hjk, r und « rationale Zahlen sind, deren Nenner den Factor X nicht ent- 
halten. Wird nun {f — e^f nach dem binomischen Lehrsätze entwickelt, 
wobei der Ate Binomial-Coöfficient der Aten Potenz einfach durch {k)j, be- 
zeichnet werden möge, so ist 

also 

Wird der mte Differentialquotient dieses Ausdrucks des (p {x) genommen, 
fOr den Werth ^7 = 0, welcher nach dem üfac/ntirtitschen Satze gleich dem 
Entwickelungs-CoSffioienten A^ fet, so ergiebt sich 

A^ = 2:S{-\)\k\a,{r{k-h)^shr. 
Wenn man nun m in m-j-i— 19 m-j-2^ — 2, ... m-fwA — n ver- 
wandelt, so erhalt man mittels dieser Ausdrücke der Coftffi^enten J^, ^m+a-n 
^ il^^2i>2 6l<^* <ll® Gleichung 

-SS(-l)*(Ä),ii,(r(Ä-Ä) + *ÄrCl-(r(*-A) + My-0"- 
Der Ausdruck 1 — (r(A — A)-|--^A)^^ ist nach dem i^i^miii/schen Satze 
durch l theilbar; mit alleiniger Ausnahme des Falles, wo r(A — h)-\'Sh durch 
X theilbar ist. Hieraus folgt, dafs, wenn m^n angenommen wird, immer 
der eine oder der fudere der beiden Factoren des Producta 

(r(A — A) f *ÄrO-(^(>fc-Ä) + *Ä)^0 

Crelle*s Joanai f. d. M. Bd. XLI. Ueft 4. 50 
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darch 1" theilbar ist, daCs also 

ist W. z. b. w. 

Um den gefändenen und bewiesenen allgemeinen Sats lonicbst auf die 
BemauiUschen Zahlen anzuwenden, mache ich Yon der bekannten Reihen-* 
Entwickelnng 

e^—i X * » 1.2 1.2.3.4 "» 1.2.3.4.5.6 

Gebraach, in welcher Ai, B2 As 9 ••• ^^ BemouiUsdkm Zahlen bedeuten. 
Ich setze yx statt x, mnltipUcire mit y und ziehe die unverfinderte Gleichung 
von dieser neuen ab, so ergiebt sich 

ey«_l e'—i *^' '' ' 1.2 1.2.3.4 ^ 

Wird nun 

^^X^-ji-j =: q>(x) and «*-l « « 
gesetzt, so erhflit man 

welches, wie leicht zu sehen, in eine nach positiven ganzen Potenzen Yon 
2?ss#^— 1 geordnete Reihe sich entwickeln lA&t, und zwar so, dals die Co£f- 
icienten ratioi^ sind und nur Potenzen von y, also, wenn y nicht durch l 
theilbar ist, keinen Factor l in ihren Nennern enthalten. Die Function 9(x) 
ist also eine solche, wie der Lehrsatz sie verlangt; und zwar, wenn in dem- 
selben r=l und ^::=0 angenommen wird. 

Ferner ist fOr den vorliegenden Fal) 

4. = 0, ^4 = 0, A^= ela, 

^i = + i(»i(y^-1)), ^3 = -!(».(/-!)), 4. = +i(Ä3(y^-l)) etc., 
also allgemein 

A - A - i-^r Br(f^-f) 

Die erste der specielleren €ongmenzen des Lehrsatzes, nflmUob A^^ — A^^i^ 
^0, Mod.l^ gtebt daher, wenn iii3=2v — 1 angenommen wird: 

(-iyBAT^^i) _ (-l)>--KKa-i)|r,^^;t,^^(y2r-fa>i-i) 

55? = 2y+A^i ' "^••^- 
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Da nach dem FermatBchen SaUse y^""*"^""*— 1 ^y^"— 1, Hod.it ist, so 
kann y^*" — 1 als gemeinschaftlicher Factor weggehoben werden, sobald diese 
Gröfse nicht durch il theilbar ist. Man wflhle nan die bisher unbestimmt ge- 
lassene Zahl y so, dafs sie eine primitive Wursel der Primasahl X ist, dafs 
also 7^*" — 1 nar dann durch X theilbar ist, wenn r ein Vielfaches von ^(X — 1) 
ist, welche Werthe des v ich ausschliefst Alsdann kann y''' — 1 als gemein- 
schaftlicher Factor der Congruenz hinweggehoben werden und die gefundene 

* 

Congruenz geht in folgende Aber: 

die für alle ganzzahligen positiven Werthe des v gültig ist; mit Ausschlufs 
derer, welche Vielfache von ^{l — 1) sind. Eben so giebt die Congruenz 
^m — ^^m+ir'i'\- ^m+2i^2^0^ Mod. Jl^ fOr dou vorliegenden Fall: 

2p "* 2v4-A— 1 






(— l)'Ä^+l_»(y»''+»'-»-l) 



0, 



2y4.2i— 2 - 

für den Modul A'; was mittels des JPemui/scbeD Satzes und mit Hälfe der 
Torhergehendeo Congraenz sich auf folgende einfachere Gestalt bringen Iflfst: 

Jg,^ (-i)Hl-n2i>.y,., _j,^ , 

Die Zahl y mufs in dieser Congruenz, aufser dafs sie nicht ein Vielfaches von 
^{X — 1) sein darf, auch gröfser als 1 sein; wie aus der Bedingnü^ /i»^ 2, also 
2 V — 1 ^ 2 hervorgeht. Die Congruenz J^ — 9A^^i^i -f SA^^^x^^ — -4^+32-^ 
^0, Mod.it'^ giebt auf gleiche Weise 

wo r gröfser alsl sein mufs und iiicnt ein Vielfaches von ^(^—1) sein darf. 
Auf diese Weise fortfahrend erhält man weiter die entsprechenden Congruenzen 
fAr die A^itofi/Ztschen Zahlen fflr die Moduln X\ X^ u. s. w.; und allgemein 



B 



V 

V 



— C— ir^ ^^T 1.2 y+2y ^ ^^ i.2.3 v+3^ + — " 



fOr den Modul it% wo i^^^(n4-l} sein mufs und kein Vielfaches von \{X — \) 
sein darf, und wo der Kflrze wegen 1(^—1) durch den Buchstaben fi be- 
zeichnet ist. 
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Zu einem Kweiten Beispiel der Anwendung des allgemeinen Lehrsatzes 
nehme ich die Coefficienten der Secantenreihe 

8ec(p) = l + -^+03!4+ i.2.3'.4.5.6 +---^ 

WO Ci = l, C2 = 5, C3 = 61, C^= 1385 u. s. w. ist Setzt man r = ary'— 1, 
so erbAll man 

~ ^ 1.2 '1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 « 



Nimmt man nun 



... 



y(a?) 



und setzt ^* — tf-** = ar, so wird •e*-j-r'* = «*-|"29 also 

Hieraus ist klar, dafs sich q>{x) in eine nach Potenzen von z = e^ — er^'' 
geordnete Reibe entwickeln Ififst, deren rationale Cofif&cienten in ihren Nen- 
nern nur Potenzen der Zahl 2, also keinen Factor l enthalten. Nimmt man 
daher in dem allgemeinen Satze r = ^, s= — ^, so findet sich, dafs q)(x) 
eine Function von x ist, von der Form, wie der Lehrsatz sie verlangt. Anfser- 
dem ergiebt sieb durch Vergleichung des vorliegenden Falles mit dem allge- 
meinen Satze: 

^^., = und A^^ = {—iyC^. 

Die daselbst gefundenen Congruenzen geben also für die Secanten-Codfficienten 

C,-(-l)*<^^>C^+i(X_ij = 0, Mod.A, wenn y^l, 

C^-(-l)*^^"'^2Cr+w-i) + C',+i«t = 0, Mod.i% wenn v^O, 

wenn y ^ 2 
und allgemein 

^y — K — ^r-f^y^Ml i72~ •'+^^~^~*^ iTO ^•'+5A«T •*' 

für den Modul k% wenn r^^n ist, und wo der KOrze wegen \{l — 1) 
durch den Buchstaben ^a bezeichnet ist. 
Breslau, den 30ten Juli 1850. 
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